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Le travail présenté ici concerne certains systémes dynamiques de la forme
(Q,A, 1, T), ou (2,A, 1) est un espace de Lebesgue, et T' une transformation
mesurable de €0, qui préserve la mesure de probabilité u : pour tout A € A,
w(T~A) = u(A). On supposera toujours T bijective, et grace aux bonnes pro-
priétés des espaces de Lebesgue, il est & noter qu’alors 7! est aussi mesurable.

De tels systemes se construisent naturellement en théorie des probabilités a
partir d'un processus stationnaire (X,)yez : si on note E l'espace dans lequel
les variables aléatoires X, prennent leurs valeurs, on pose {2 = EZ sur lequel p
est la loi du processus; A est la tribu engendrée par les projections sur chaque
coordonnée (notées encore X, p € Z) complétée pour p, et T' est le décalage :
pour tout w = (zp)pez dans Q, l'image de w par T est la suite décalée (2))pez,
ou pour tout p, gf = Tpy1. Le cas ou les variables X,, sont indépendantes est bien
connu, le systeme dynamique obtenu est alors nommé décalage de Bernoulli.

Systemes dynamiques gaussiens

On appelle systéme dynamique gaussien (réel) le systéme obtenu lorsque
le processus stationnaire (X,) est gaussien réel centré. La loi de ce processus,
et donc toutes les propriétés du systeme dynamique gaussien, dépend alors
uniquement des covariances

déf
o YEBXX,]  (peB)
que l'on peut écrire grace au théoreme de Bochner-Herglotz-Khinchin sous la
forme

cp = /:reipt d~(t), (1)

ou 7 est une mesure finie positive et symétrique sur [—m, 7|, appelée mesure
spectrale du systeme. Inversement, une telle mesure v étant donnée, on peut
toujours construire sur R% la loi u d’un processus gaussien stationnaire, dont
les covariances sont données par la formule (1).

On peut aussi donner une définition plus générale d’un systéme dynamique
gaussien, et c’est celle-ci que nous retiendrons par la suite :

Le systéme dynamique (Q, A, u,T) est appelé systeme dyna-
mique gaussien de mesure spectrale v si on peut trouver un pro-
cessus gaussien réel centré (Xp)pecz vérifiant :

— X, = X9 oT”? pour tout p € 7Z,

— la plus petite tribu rendant mesurables tous les X, coincide

avec A,

- E[XpX,] = [T P00 dy (1),

En fait, cette définition signifie simplement que (€2,.A, u, T') est isomorphe au
systéme gaussien “canonique” construit sur R? & partir de la mesure spectrale .

Propriétés spectrales et entropie

Pour tout systéeme dynamique (€2, A, u, T'), on définit un opérateur unitaire
Ur sur l'espace L?(u) par

Ve LA(n), Ur(f) € foT.



Dans le cas d’un systéme dynamique gaussien, on sait décomposer L?(x) en une
somme de chaos de Wiener (voir [1] ou [16]), sur lesquels on connait relativement
bien l'action de 'opérateur Urp. Ceci permet de relier des propriétés spectrales
de T comme l’ergodicité ou le mélange a des conditions simples sur la mesure
spectrale . Ainsi, T est ergodique si et seulement si v est diffuse, c’est a dire
v({t}) = 0 pour tout ¢ (et dans ce cas, T' est méme faiblement mélangeante),
et T est fortement mélangeante si et seulement si les coefficients de Fourrier ¢,
de v tendent vers 0 quand |p| — +o0.

L’entropie d’un systéme dynamique gaussien se calcule aussi facilement a
partir de sa mesure spectrale : elle ne peut valoir que 0 ou +o0, suivant respecti-
vement que 7 est ou n’est pas singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue A.
Bien qu'’il soit déja énoncé en 1966 ([5]), on ne connaissait de ce résultat qu'une
démonstration partielle, dans le cas ou la mesure spectrale est singuliere par
rapport a A. Le but du chapitre 1 est de compléter cette démonstration en
établissant que si v est absolument continue par rapport a A, alors I’entropie
est effectivement infinie. De plus, on remarque que ce résultat se généralise a une
action de Z? (d € N*), c’est a dire au systeme dynamique construit & partir d’un
processus gaussien stationnaire (X,),ez4. (Il y a cette fois d transformations a
considérer, qui sont les décalages dans les d directions possibles.)

De ce calcul de Ientropie et du fameux théoreme d’Ornstein ([19]) résulte
alors la conséquence remarquable suivante :

Tous les systéemes gaussiens a mesure spectrale absolument conti-
nue par rapport a A sont isomorphes.

En effet, le gaussien de mesure spectrale A est un décalage de Bernoulli, car
les coefficients de Fourrier de A étant nuls pour p # 0, les variables aléatoires
Xp, p € Z sont indépendantes. Puis, tout gaussien de mesure spectrale abso-
lument continue par rapport a A est un facteur de ce systéeme, donc aussi un
Bernoulli. Or, deux Bernoulli de méme entropie sont toujours isomorphes.

Il n’y a donc, a isomorphisme pres, qu'un seul gaussien de mesure spectrale
absolument continue par rapport a A. La partie intéressante de ’étude des sys-
temes gaussiens concerne donc le cas de I'entropie nulle. On trouve notamment
dans cette catégorie des systéemes dynamiques aux propriétés étranges, qui sont
présentés dans le paragraphe suivant.

Les gaussiens-Kronecker et la question du rang

Rappelons qu'une partie K du cercle unité S!, identifié & I'intervalle [, 7|,
est appelée ensemble de Kronecker si toute application continue de K dans S!
est la limite uniforme sur K d’une suite d’applications de la forme

oy 1t el (e D).

On sait construire des ensembles de Kronecker parfaits (voir [1]), et il existe
donc des mesures diffuses portées par des ensembles de Kronecker. On appelle
justement gaussien-Kronecker un systéme dynamique gaussien dont la mesure
spectrale est diffuse (pour 'ergodicité) et concentrée sur KU(—K), ot K est un



ensemble de Kronecker dans [0, 7[. Un ensemble de Kronecker étant toujours de
mesure de Lebesgue nulle, un gaussien-Kronecker est toujours d’entropie nulle.

Ces systemes ont été introduits en 1967 par Foias et Stratila ([7]), qui leur
ont découvert une inhabituelle propriété de stabilité spectrale, partagée avec
les systemes a spectre discret :

Dés qu’un systéme dynamique est spectralement isomorphe a un
gaussien-Kronecker, il lui est métriquement isomorphe.

Autre propriété peu commune des gaussiens-Kronecker : le “Weak-Closure Theo-
rem” ([11]). En clair : toute transformation S qui préserve p et qui commute
avec 1" est une limite faible de puissances de T'.

Curieusement, cette propriété se retrouve dans une autre famille de sys-
temes dynamiques, qui n’ont apparemment rien a voir avec les gaussiens : les
systemes de rang un. Ce sont les systemes pour lesquels toute partie mesurable
de © peut étre approchée arbitrairement bien par une réunion finie d’atomes
d’une partition de la forme

{B,TB,...,T""'B,R},

la mesure du “résidu” R pouvant étre aussi petite que I'on veut. On trouve
parmi les systemes de rang un les systemes a spectre discret, mais on sait aussi
en construire d’autres qui sont faiblement ou fortement mélangeants.

Outre 'ergodicité, 'entropie nulle et le Weak-Closure Theorem, les systéemes
de rang un partagent avec les gaussiens-Kronecker la propriété d’avoir spectre
simple LP pour tout p € [1,+o0o[, c’est-a-dire que l'on peut trouver f € LP(u)
tel que le sous-espace engendré par les foT*, k € Z soit dense dans LP. Devant
tant de points communs, il est alors bien naturel de se demander s’il existe des
gaussiens-Kronecker de rang un. ..

L’intérét d’une réponse a cette question réside essentiellement dans le fait
que la structure des facteurs d’un gaussien (Kronecker ou non) est infiniment
plus riche que celle de tous les systemes de rang un connus jusqu’a présent. Les
gaussiens sont en effet “infiniment divisibles” : pour tout intervalle I C [0, 1], on
peut trouver un facteur By (qui est encore un gaussien), de telle sorte que si 1
est la réunion de deux intervalles disjoints I; et I3, alors By est le produit de By,
et Br,; de plus, By ) est le systéme initial, et pour toute famille décroissante
(In)nen d’intervalles dont la longueur tend vers 0, (,,en Br, est la tribu triviale.

S. Ferenczi ([4]) a cru construire un gaussien-Kronecker de rang un, mais
une erreur cruciale dans son travail fait que I'existence ou non d’un gaussien de
rang un demeure un probleme completement ouvert a ce jour. C’est pourtant
I’espoir d’une réponse définitive a cette question qui fut a 'origine des chapitres
2 et 3 de cette these.

Transformations de la trajectoire brownienne

Il y avait dans la construction de Ferenczi une idée qui méritait d’étre déve-
loppée, car elle semblait bien adaptée a I’étude de la dynamique des gaussiens :
il s’agissait de voir un systeme dynamique gaussien non pas comme le décalage



sur R? muni d’une certaine mesure, mais comme une transformation d’'un es-
pace d’applications continues. Il s’avere que ces applications sont en fait des
trajectoires browniennes planes. On peut ainsi construire les systemes dyna-
miques gaussiens (ergodiques) sur l’espace canonique du mouvement brownien
complexe, c’est-a-dire I’espace des applications complexes continues sur [0, 1],
nulles en 0, muni de la mesure de Wiener.

Le détail de cette construction est exposé dans le chapitre 2; en voici les

principales étapes :

— Si 0 est une mesure de probabilité sur [0,7], concentrée en un nombre
fini de points ay, ..., a, de masses respectives myq, ..., mp, on définit une
transformation T}, qui consiste a faire tourner de I’angle «, le morceau de
trajectoire correspondant a 'intervalle de temps [t_1, tx], ou

k
to €0, 4, EY m; (1<k<p).
j=1

— Si o est cette fois diffuse sur [0, 7], on peut trouver une suite (0, )nen de
mesures atomiques qui converge suffisamment bien vers o pour que, avec
probabilité 1, la suite de trajectoires (T, w) converge uniformément vers
une trajectoire notée T, w. Bien str, les Ty, et T, préservent la mesure.
On montre alors que le processus gaussien réel (X,),cz défini par

X, € Re (BoT?)  (peD)

est stationnaire, de mesure spectrale la mesure v symétrique sur [—, 7]
construite & partir de o, et qu’il engendre toute la tribu borélienne. Ainsi,
le systeme dynamique obtenu est un systeme dynamique gaussien, de
mesure spectrale 7.
On peut remarquer une étrange ressemblance entre cette construction, et la dy-
namique du mouvement des planétes dans le systeme de Ptolémée, exposée par
exemple dans [5]. Cette derniere situation donne lieu au calcul d’un mouvement
moyen, c’est-a-dire la limite d’une vitesse angulaire moyenne entre 'instant 0 et
I'instant t. Le reste du chapitre 2 est consacré a un calcul de mouvement moyen
dans le cadre d’un systéme dynamique gaussien : la transformation 7, peut étre
insérée dans un flot (T%)ieR, et si on écrit By o T = pyexp(idy) avec t — Ay
continue (ce qui est presque strement possible), alors avec probabilité 1, A/t
a une limite quand t — +o00, qui est la moyenne de o.

Lache-Bernoullicité

Le chapitre 3 montre que modéliser les systemes dynamiques gaussiens par
une transformation de la trajectoire brownienne complexe peut permettre de
mieux comprendre certaines de leurs propriétés. Comme on I’a déja remarqué,
I’étude des gaussiens a mesure spectrale absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue ne présente pas beaucoup d’intérét, puisqu’ils sont tous
isomorphes. En revanche, lorsque la mesure spectrale est singuliere par rapport
a A, il existe une grande richesse de cas possibles. Il est simple de voir que



tous les gaussiens a mesure spectrale singuliére ne sont pas tous isomorphes,
puisqu’on sait en construire des mélangeants, qui ne peuvent donc pas étre
isomorphes & un gaussien rigide comme par exemple un gaussien-Kronecker.
Les résultats établis dans ce chapitre 3 prouvent que 'on peut méme trouver
deux gaussiens d’entropie nulle non équivalents au sens de Kakutani.
Rappelons ici une des définitions possibles de cette équivalence :
Deux systémes dynamiques (2, A, u,T) et (', A", u/,T") sont
dits équivalents au sens de Kakutani si on peut trouver A € A et
A’ € A’, chacun de mesure strictement positive, tels que les trans-
formations T et Ty, induites respectivement sur A et A’ par T et
T’ soient isomorphes.

La formule d’Abramov sur 'entropie d’une transformation induite :

1
M(Ta) = 5 h(T)

montre que si T et T’ sont équivalentes en ce sens, et si h(T') = 0, alors nécessai-
rement h(7’) = 0. Mais jusqu’a l'introduction de la “lache-Bernoullicité” par
Feldman en 1976 ([3]), on ne savait pas si deux systemes d’entropie nulle étaient
toujours équivalents. Feldman montre dans cet article que la lache-Bernoullicité
(dont on donne la définition dans le cas de I'entropie nulle au début du cha-
pitre 3) est nécessaire a un systéme d’entropie nulle pour étre équivalent a une
rotation irrationnelle'. En construisant un systéme d’entropie nulle non lache-
ment Bernoulli, il a donc répondu négativement a ce probleme.

On construit dans le chapitre 3 deux systémes gaussiens a mesure spec-
trale singuliere par rapport & la mesure de Lebesgue, 'un (qui est un gaussien-
Kronecker) est lachement Bernoulli, et Pautre non. En conséquence, ces deux
systemes ne sont pas équivalents au sens de Kakutani.

Sous-jacente a cette étude de la lache-Bernoullicité des gaussiens demeure
la question du rang un : en effet, tout rang un étant lachement Bernoulli, I'es-
poir était de prouver qu’'un gaussien d’entropie nulle ne pouvait jamais étre
lachement Bernoulli, ce qui aurait définitivement réglé le probleme. Mais cette
conjecture se révélant fausse, et 'exemple lachement Bernoulli trouvé étant
justement un gaussien-Kronecker, la question reste plus ouverte que jamais.

Il semblerait toutefois d’apres les résultats (provisoires!) de travaux en cours
que le gaussien-Kronecker lachement Bernoulli construit ici ne soit pas de rang
un (ni méme de rang fini). Est-il alors vraiment impossible qu’un systéme dyna-
mique gaussien soit de rang un? Et si tel est le cas, peut-on tout de méme
construire un rang un qui soit infiniment divisible ?

A suivre. ..
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Entropie d'un systeme dynamique gaussien ;
cas d’une action de Z¢

Thierry DE LA RUE

Abstract

We show that the entropy of a Gaussian dynamical system is 0 or oo,
according as its spectral measure is singular with respect to the Lebesgue
measure or not; then we extend this result to the case of a Z%—action.

Résumé

On montre ici que I’entropie d’un systéme dynamique gaussien est 0 ou
00, suivant que sa mesure spectrale est ou n’est pas singuliére par rapport
a la mesure de Lebesgue; on étend ensuite ce résultat au cas d’une action

de Z°.

1 Calcul de ’entropie dans le cas d’une mesure spec-
trale absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue

Soit ¢ une mesure finie symétrique sur [—m, 7], et (Q,.A, u, T) un systeéme
dynamique gaussien de mesure spectrale o. Cela signifie qu’il existe un processus
gaussien réel centré (X,)pcz vérifiant

— X, = Xp o TP pour tout p € Z,

— la plus petite tribu rendant mesurables tous les X, coincide avec A,

L EX,X,) = / " 0t go(t),

—T
Notons A la mesure de Lebesgue sur [—m,7]. Si 0 = A, les variables aléatoires
Xp, p € Z, sont indépendantes, et il est treés facile alors de montrer que 7" est
d’entropie infinie. On va en fait établir le résultat suivant :

Théoreme 1.1 Dés que o est absolument continue par rapport a X\, T est d’en-
tropie infinie.

Remarque. Dans [5], Newton et Parry attribuent ce résultat a Pinsker, mais
nous n’en avons trouvé la preuve ni dans la référence citée ([6]), ni ailleurs.

Si o et ¢ sont deux mesures finies symétriques équivalentes sur [—, ],
deux systemes dynamiques gaussiens de mesures spectrales respectives o et &
sont métriquement isomorphes. Pour prouver le théoreme 1.1, Il suffit donc de
considérer le cas oll 0 = 04, la mesure o4 étant définie pour tout A mesurable
dans [0, 7] par

doa asf
— =1 1_4.
N A+1l_a

13



Dans la suite, on notera h4 I'entropie d’un systéme dynamique gaussien de
mesure spectrale o 4.

Lemme 1.2 Pour tout M > 0, il existe 05 € |0, [ tel que, pour tout A C [0, 7],
A[0, 7]\ A) < O entraine hy > M.

Preuve — Soit (2, 4, 1, T) un systéme dynamique gaussien de mesure spec-
trale A, et soit (X))pecz le processus gaussien sous-jacent. Etant donné M > 0,
fixons n € N tel que Inn > M + 1, et considérons une partition de R en n in-
tervalles Rq,..., Ry, tels que pour tout k, u(Xo € Ri) = % On construit alors
la partition P = {Py,..., P,} de Q définie par Py o (Xo € Ry). Les partitions
TIP, j € 7, étant indépendantes, on a

h(P,T) =H(P)=Ilnn> M+ 1.

L’espace gaussien réel H, engendré par les X, est isomorphe au sous-espace
de L?([—m,7],\) formé des fonctions f vérifiant f(—t) = f(t), chaque X, cor-
respondant a e (voir [1]). Pour A C [0, 7], on peut trouver Yy € H, corres-
pondant a 14 + 1_4. Posons pour tout p € Z, Y, dot Yy o T?. (Y, correspond
a e (14 + 1_4).) Construisons une autre partition @ = {Q1,...,Q,} de €,
définie par Qp, o (Yo € Ry). Le facteur de (2, A, u, T') engendré par les Y), étant
un systeme dynamique gaussien de mesure spectrale o 4, il suffit de montrer que
h(Q,T) > M dés que \([0,7] \ A) est assez petit.

La distance entre les partitions P et Q est donnée par

P -0l €3 u(PAQy) = 2 (U Py \ Qk) :
k=1 k=1

La partition P étant fixée, on montre facilement que pour tout € > 0, il existe
d: > 0 tel que |P — Q| < 6. entraine H(P | Q) < e. De plus, on a I'inégalité

h(P,T) < h(Q,T)+ H(P | Q).

Ainsi, si [P — Q| < §1, on obtient h(Q,T) > h(P,T) —1 > M. Il reste donc a
voir que [P — Q| — 0 quand A\([0,7] \ A) — 0.

Pour cela, considérons les bornes finies a1, . .., a,_1 des intervalles R1,..., Ry,
et posons pour tout s > 0

n—1
déf
My = U [ax — s, a) + s].
k=1
Fixons € > 0, et choisissons s assez petit pour que u(Xo € M;) < 5. Re-
marquons que Zg o Xy — Yy est une variable aléatoire gaussienne centrée, de

variance 2X([0, 7]\ A). Ainsi, si A([0, 7]\ A) est assez petit, on a u(|Zg| > s) < 5
et alors

P — Q| = 2u <U Pk\%) < 2u(Xo € M)+ 2u(|Zo| > 5) < e.
k=1
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Lemme 1.3 Soient M et 0y comme au lemme 1.2, et n € N*. Si A est contenu
dans un intervalle de la forme [kw ww} et si N(A) > L(x — 0ur), alors

M

Preuve — Soit (92, A, i, T') un systeme dynamique gaussien de mesure spectrale
o4, et (Xp)pez le processus gaussien sous-jacent. On vérifie aisément que pour
tout ¢ € Z, on a

™

BulXoXog] = - [ et don o),
ou B C [0,7] et A(B) > m — 3. Le facteur de (2,4, u,T™) engendré par les
(Xng)qez étant un systeme dynamique gaussien de mesure spectrale op, il est
d’apreés le lemme 1.2 d’entropie supérieure ou égale & M. On a donc h(T™) > M,
ie. h(T) > % O
On peut maintenant achever la preuve du théoréeme 1.1. Soit A C [0, 7] et
M > 0. Pour tout n € N, soit .A,, 'algebre des parties de [0, 7] engendrée par

les intervalles [Q%W, %W} k décrivant {0,...,2" — 1}. On sait que pour tout

e>0,il existe n assez grand et A. € A, vérifiant A(AAA.) < e. Prenons en

0 )‘(A) < # Ecrivons alors

p : .

_ U {kjw, k:j—i—lﬂ].
~ 2" 2n
J=1

P T A(A 5N
On a forcément A\(A) = pgr > %, d’ou p >

particulier e X

AA
on MA),

Appelons r le nombre d’entiers k; vérifiant

([ e ) >

AL AL on
On a aussi Tezftf < A(A: \A) < Oy A( L dottr < 2">‘£ﬁ).
Il existe donc un entier ¢ o p r > 2" A( ) , et ¢ entiers ki, .. ,k:g vérifiant
chacun
K ky+1 0
A | =L, r\A] < 2
2n 2n 2n
. l k/+1 .
Pour tout j € {1,...,q}, posons A; “an [ , —5—|. D’apres le lemme 1.3,

onahg; > 2Mn Mais les A; étant deux a deux disjoints, le produit de g systémes
dynamiques gaussiens de mesures spectrales respectives o4,,...,04, est un
facteur de (2, A, i, T'). On a donc

q A(4)
Comme M est arbitraire, on obtient le résultat annoncé. O
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2 Généralisation au cas d’une action de Z? (d > 1)

On considére maintenant un groupe G = (1%),czq4 de transformations pré-
servant la mesure sur espace de Lebesgue (Q, A, i), telles que pour tous z, 2’
dans Z¢, T?0 T? = T*+% (en particulier, G' est un groupe abélien). Cette fois,
on suppose 'existence d'un processus gaussien réel centré (X,),cza vérifiant

— X, = Xy oT? pour tout z € Z%,

— la plus petite tribu rendant mesurables tous les X, coincide avec A,

- B [X. X = : }dei<zle’t> do(t), ou o est une mesure finie symétrique

-7,
sur [—m, F]d, appelée mesure spectrale du systeme.
De méme que dans le cas d’une action de Z, on peut définir I’entropie de ce
systéme dynamique, notée h(G) (voir [1]). Notons A\g la mesure de Lebesgue
sur [—m,7]?; on a alors le résultat suivant :
Théoréme 2.1 Si o est singuliére par rapport a \g, alors h(G) = 0. Dans le
cas contraire, h(G) = +oo.

Preuve — Le soin est laissé au lecteur d’adapter la démonstration du théoreme 1.1
au cas d’une action de Z?. Ceci ne présente aucune difficulté car toutes les pro-
priétés de l'entropie dont on a besoin restent valables (voir toujours [1]). Ainsi,
si o est absolument continue par rapport & A\g, on a h(G) = +oo.

Si o n’est pas singuliere par rapport a Ag, on peut écrire ¢ = o1 + g2, ou
o1 est singuliére et oo absolument continue par rapport a Ag. On peut alors
trouver un facteur de (92, A, u, G) qui soit un systéme dynamique gaussien de
mesure spectrale o9, et donc d’entropie infinie. Dans ce cas, on obtient bien
h(G) = 4o0.

Considérons maintenant le cas ou o est singuliere par rapport a Agz. La
démonstration donnée dans ce cas par Newton ([4]) se généralise sans probleme
au cas d’une action de Z¢ : supposons par I'absurde h(G) > 0, et notons 7(G) la
tribu de Pinsker du systéme, i.e. le plus grand facteur d’entropie nulle. Soit H le
sous-espace de L2(u1) formé des fonctions 7(G)—mesurables, et H; 'orthogonal
de Hyp. Puisque la tribu engendrée par les T? X est Atout entiére, Xy n’est pas
dans Hy (autrement, on aurait h(G) = 0). On peut donc écrire Xog =Y + Z,
onY € Hy, et Z € Hy, Z # 0. Or, d’aprés [3], G a dans H; un spectre
de Lebesgue dénombrable, et donc la mesure spectrale de Z est absolument
continue par rapport a A\g. Mais alors la mesure spectrale ¢ de X, qui est la
somme des mesures spectrales respectives de Y et Z, n’est pas singuliere par
rapport a Ag. La contradiction prouve que h(G) = 0. o
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Chapitre 11







Mouvement Moyen et Systeme Dynamique Gaussien

Thierry DE LA RUE

Abstract

From a given nonatomic probability measure o on [0, 7], we construct
a transformation T of the complex brownian path (By)o<u<1. In this way
we get a real gaussian dynamical system, whose spectral measure is the
symetric probability on [—m, 7] obtained from o. The transformation T’
can be inserted in a flow (T’f)t@pH and the “orbits” t — Z; = By o T?
have almost surely a mean motion : if we write Z; = pteiAf where t — A;
is continuous, then with probability 1, %At has a limit when ¢ — 400,
which is the mean of o.

Résumé

Etant donné une mesure de probabilité diffuse o sur [0, 7], on construit
une transformation T' de la trajectoire brownienne complexe (By,)o<u<1-
On obtient ainsi un systeme dynamique gaussien réel dont la mesure spec-
trale est la probabilité symétrique sur [—m, 7| obtenue & partir de o. La

transformation T’ peut étre insérée dans un flot (T%)scr, et les “orbites”
déf N .

t— Z; = By oT! ont presque stirement un mouvement moyen : si on

note Z; = pte““'5 ou t — Ay est continue, alors avec probabilité 1, %At a

une limite quand ¢ — 400, qui est la moyenne de o.

1 Le mouvement moyen “classique”

La situation classique du calcul du mouvement moyen a pour origine I’étude
du mouvement des planetes. Dans une vision (treés) simplifiée de 'univers, on
imagine n astres qui se déplacent dans un plan dont l'origine est la Terre.
L’astre 1 décrit autour de la Terre une orbite circulaire de rayon a1, & une vitesse
angulaire o ; de maniere générale, I'astre k4 1 tourne autour de ’astre k a une
distance a1 de celui-ci, et avec une vitesse angulaire ayy;. On s’intéresse au
mouvement de l’astre n par rapport a la Terre.

Si on repeére chaque point du plan par une affixe complexe, la position de
I'astre n a I'instant ¢ est

z(t) = alei(oqt-i-ﬁl) et anei(ant-f—ﬁn)

ou les G sont les angles repérant les astres les uns par rapport aux autres a
Iinstant ¢ = 0.

Pour un choix général des aj, et des [, z(t) ne s’annule jamais. On peut
donc écrire la position a l'instant ¢ sous la forme

ou p(t) > 0, et t — (t) est une fonction réelle continue (en fait, de classe

).
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C’est Lagrange ([3]) qui pose le premier la question du mouvement moyen :
o(t) — (0)

tant ¢t. Lagrange se demande si cette moyenne a une limite lorsque ¢ tend vers

t
I'infini. Le mouvement moyen, lorsqu’il existe, est alors m = tliI+n #
——+00
On peut facilement calculer le mouvement moyen dans un cas simple. Remar-

quons que l'astre n est toujours dans le disque de centre I'astre 1 et de rayon
as + - -+ 4+ a,. Supposons donc que ap soit plus grand que la somme de tous les
autres rayons. Dans ce cas, la différence entre o(t) et 1 (t) ©F it + By nest
alors jamais plus grande que 5. On a donc m = aj.

Hartman fut le premier a montrer 'existence du mouvement moyen dans
le cas général. Weyl a ensuite établi une formule pour ce mouvement moyen,
qui avait été conjecturée par Wintner : lorsque les aj sont rationnellement
indépendants, le mouvement moyen existe et vaut

représente la vitesse angulaire moyenne entre U'instant 0 et 'ins-

m = pirog + -+ ppoy

ou les pr sont des coefficients positifs ne dépendant que des rayons aj. Plus
exactement, soient 61,...,0k_1,0;+1,...,0, n—1 variables aléatoires indépen-
dantes, de loi uniforme sur [0, 27]. py est alors la probabilité que la somme

alezel NI ak,lewk—l + ak+1€wk+l NI anezgn
soit de module inférieur & ax. On a de plus le résultat remarquable suivant :

prt+o+pn =1

Ainsi, m est une combinaison linéaire convexe des vitesses angulaires. (Cette
égalité peut étre obtenue en prenant tous les aj égaux, auquel cas le mouvement
moyen est clairement «q; malheureusement, ce cas sort du cadre précédent
puisque les «, ne sont pas ici rationnellement indépendants. . .) Bien siir, lorsque
a1 > as + -+ + an, on retrouve le résultat précédent. En effet, on a alors
clairement p1 =1, et po =--- =p, = 0.

Intuitivement, la formule de Wintner peut se comprendre ainsi : l'astre k
ne contribue au mouvement moyen que lorsqu’il est assez pres de la Terre pour
tourner autour!

Le lecteur curieux pourra trouver tous les détails concernant les résultats
de ce paragraphe dans [2], [5] et [6].

On va maintenant établir I’existence d’un mouvement moyen dans une autre
situation, qui peut s’interpréter comme la limite du cadre précédent lorsque le
nombre n de planetes tend vers l'infini. La courbe obtenue en reliant chaque
astre k a l'astre k + 1 ressemble alors étrangement a une trajectoire brow-
nienne. ..

2 Une transformation de la trajectoire brownienne

Notons (€2, A, 1) I'espace canonique du mouvement brownien complexe issu
de zéro, sur U'intervalle de temps [0,1] :
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— Q est ’ensemble des applications continues de [0, 1] dans C, qui s’annulent
enu = 0. Pour w € Q et 0 <u <1, on note By(w) la position de la
trajectoire w a l'instant u.

—  est la mesure de Wiener sur (2.

— A est la tribu borélienne complétée pour p.

Soit o une mesure de probabilité sur [0, 7|, supposée diffuse (i.e. pour tout

x € [0,7], o({z}) = 0). Pour tout = € [0, 7], posons

F(z) € o([0,]);

Papplication f est alors continue et croissante de [0, 7] sur [0, 1].

2.1 Découper, tourner et recoller

Pour tout entier n > 0, on définit une transformation 7), de (2, A, u) de la
fagon suivante :
— Pour k € {0,...,2" — 1}, on fixe un réel a} appartenant a l'intervalle
Ji def {%ﬂ, k;lﬂ].
— Soit w € Q : la trajectoire w est “coupée” en 2™ morceaux, correspondant
aux intervalles de temps f(J{),..., f(J5 _;). Le morceau correspondant
a f(J}') est tourné de 'angle a}. La trajectoire T}, (w) est obtenue en
recollant bout a bout les nouveaux morceaux.

Plus précisément, notons pour tout k € {0,...,2" — 1}
n déf
=B - B )
B = Bypn) = Brden)

Soit w un réel dans [0, 1], et k tel que u € f(J}*). On a alors
=1 '
B,oT, = Zeij?‘F@mZ (Bu _Bf(in)) .
2n
j=0

Sous p, (B, o Ty,)o<u<1 st encore un mouvement brownien complexe issu de
zéro, et donc T), préserve la mesure pu.

De la méme maniére, pour tout réel ¢t on peut définir la transformation
T!, obtenue en remplagant 'angle af par taf. La famille (T} );cr est alors un
groupe de transformations de §2 préservant u.

2.2 Définition de la transformation T

Considérons la partie g de 2 définie par
et an—1
QO :e {w € Q/ Z |RZ(W>|2 m 2} .
k=0

La mesure o étant diffuse, on a

ap o (5210) 1 ()] - o

AL AL n—0o0
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Bi(3r/a)

Fi1G. 1 — Action de T5 sur une trajectoire continue.
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1

Par une propriété classique du mouvement brownien', on a donc () = 1.

Proposition 2.1 Pour toutw € Qo, la suite des trajectoires (T, (w)), e conver-
ge uniformément par rapport  u sur [0, 1] vers une trajectoire continue et issue
de zéro, notée T'(w). Sous p, (ByoT )o<u<1 est encore un mouvement brownien,
et donc T préserve la mesure . Enfin, pour tout w € Qq, T'(w) € Q.

Preuve — Soit u un réel dans [0,1], et k tel que u € f(J}}). Pour tout x réel,
notons [z] la partie entiere de z, et posons | = [k/2]. On a alors

|Bu oThy1— By OTn|
k—1

ia™tt Sn1 iant1
22%63 J f% + ek ( u f(2ii1ﬂ))
-1 )
™ s on
_Ze JR?—QZOCI (B“_Bf(ginn))
7=0
Sk 152
: jgoe b B () T P
iant1 i
et = A By = By
k—1
= jg: Zi 13 j+1 —-13 ; +.Zl 13 __13
N =0 2m f(E%&T”) f(aﬁ%TW) mn u f(E%&TW)
< k+1 ™\? k_lB _ B _ 2 B 3 2
S VD) | 2 Prign = rtatn)| * (P P

J=0

Or, comme la trajectoire est uniformément continue sur [0, 1], on a pour n assez

grand
2

<1

2n+1ﬂ)

‘Bu—Bf( k

De plus, comme w € (g, on a aussi pour n assez grand

k—1

>

J=0

2
<3.

By (gtn) = Br(5m)

Ainsi, pour n assez grand (“assez grand” dépendant de w, mais pas de u), on a

1

‘ZZLOZ%+1—aBuofEJ S 275;5#

ce qui suffit & montrer la convergence uniforme de la suite de trajectoires
(T,(w)). La trajectoire limite T'(w) est forcément continue et issue de zéro.

En utilisant des résultats classiques sur la convergence en probabilité des
variables aléatoires gaussiennes, on obtient immédiatement que (B, o T')o<u<1

'voir par exemple [4].
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est un processus gaussien centré. De plus, la convergence ayant lieu aussi dans
L2, on montre facilement que ce processus est encore un mouvement brownien.

Montrons enfin que pour tout w € Qq, T'(w) € . En utilisant la majoration
obtenue ci-dessus, on trouve

on_1
1
k=0 p=n
On en déduit
on_q on_1
S IRFoTP - Y IR
k=0 k=0
on_q on_1
= (Y IR oT)P - Y IRy o T,
k=0 k=0
on_1
n n n n
< sup (|REoT|+[Ry]) ];0 [Rp oT — R o T,| ——0.

Dans la suite, on se restreindra donc a l'espace probabilisé (Qg,.A4, u).

Proposition 2.2 Soit v la mesure de probabilité symétrique sur [—m, | définie
par

déf o(AN[0,7]) +o(=AN[0,7])

7(4) = 5 '

Alors (Qo, A, pu, T) est un systéme dynamique gaussien réel de mesure spec-
trale .

Preuve — Soit 1 le sous-espace gaussien de L?(p) engendré par la famille
(Bu)o<u<1, et notons A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Il existe un isomor-
phisme entre H; et L2([0,1],2)), qui fait correspondre (g, & By. De maniere

1
générale, si f € L?([0,1],2)), on note /f(u) dB,, 1'élément de H; correspon-
0

dant.
Pour tout u € [0, 1], et tout n € N, on a alors par définition de T,

u

1
B,oT, = / L,y Pn(v) dB, = / on(v) dBy,
0 0

2n—1

N déf on

o pa(v) = Y € Ty (v).
k=0

Or, on vérifie facilement la convergence presque siire et dans L2(2)) de ¢, vers
e on
(o) S int {t € [0,7] /o((0,1]) = v}.
On a donc "
ByoT = lim B,oT, = / VW) 4B,

n—oo 0
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1
Par suite, pour tout X € Hq, si X = / f(u)dB,y,, alors
0

1
XoT = / e f(u) dB,,.
0

Soit Hz le sous-espace gaussien de L?(u1) engendré par la famille (B, )o<u<1-
On vérifie immédiatement que H; et Ho sont orthogonaux, et Ho est aussi

~ 1 [E—
isomorphe & L?(2)). Si X = / f(u)dB,, on obtient de méme que ci-dessus
0

XoT = /f W) 4B,.

. déf .
Finalement, notons H = H; @ Hs. H est un sous-espace gaussien, et tout
X € H s’écrit de maniere unique sous la forme

x = [fwa.+ [ ot B,

ot f et g sont dans L?(2)\). Pour tout p € Z, on a alors
1 . 1 ‘ .
XoT? = / f(u) e??™ dB, + / g(u) e 0B,
0 0

Remarquons que pour toute fonction h mesurable bornée de [0, 7] dans C, on

a D'égalité
/ h(1(v)) dv = / h(t)do(t
En effet, on le vérifie facilement lorsque h est une indicatrice d’intervalle, et

cela suffit pour montrer que o est la mesure image de A par .
Posons maintenant

éf 1
Xo d—f (Bl + Bl) e (Bl),

et pour tout p € Z
déf 1 [t 1/t __
Xp = XooTV =3 / ePYW 4B, + 3 / e~ PV (B,
0 0

On a alors

11 11
_ 1 pr —Zp'¢
(Xo, Xp) 12 () <2 2¢ >L2(2)\) " <2 2° >L2(2’\)
= 3 / W) gy 4 = / —plu
_ 1 zpt - —ipt
! /0 do(t) + 5 /0 do(1)

= L ePtdy(t).
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Ainsi, le processus (X, )pez est un processus réel gaussien stationnaire, de me-
sure spectrale ~.

Il reste maintenant & montrer que la tribu engendrée par les X, est A tout
entiere. Pour cela, il suffit de voir que I'espace V engendré par les X, est H tout
entier. Or, V est isomorphe & L?([—, 7],7), X, correspondant & e?". Pour tout
u € [0,1], soit Fy, € V correspondant a 2. 1Ljg (- On a alors

(Fu, Xp)pagy = (2 ]1[0 u>l7ew'>L2(w>
W(u
s
0
— e~ PY(s) 1g
0
= (Bu. X>L2(u)

On a donc pour tout Y € V

<FU7Y> =<Bu,Y>

L2 () L2 (p)

et donc F, est la projection orthogonale de B, sur V. De plus, ||F,|* = 2u =
|Bu||?, d’ott F,, = B,,. O
3 Insertion de 7" dans un flot et mouvement moyen

Pour tout w € Qp et tout réel ¢, on peut définir aussi T'(w) comme la

limite uniforme sur [0,1] des trajectoires (T} (w)),cn- De méme, T" est une

transformation de €y préservant la mesure p. On a T' = T, et on devine
facilement que pour tous réels s et ¢, T*T" = T o T%. (La démonstration est
laissée au lecteur courageux. . .)

On appellera orbite de w la fonction qui a tout réel t associe

Zy(w) € By o T'(w).

Proposition 3.1 Pour tout w € Qg, Uorbite de w est de classe C*°, et pour
presque tout w € g, elle ne passe pas par lorigine.

Preuve — Fixons w € €. Alors pour tout n € N, la fonction
1 .
tr—>Znt—BloTt Ze’to‘kRZ

est clairement de classe C'*, la dérivée p-ieme en ¢ étant

)

-1
2,7 = Y P (ag)r ek Ry,
k=0
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Soient o et @ dans [0, 7], et ¢ € R. On a 'inégalité
’apeita _ ﬁpeitﬁ‘ ’apeita _ apeitﬁ‘ + ’apeitﬁ _ ﬁpeitﬁ

mPlt|la = Bl + |o? — ]

([t? + prP ) o — 3.

IAN A IA

En utilisant cette inégalité, et en effectuant des calculs similaires & ceux faits
dans la proposition 2.1, on montre de la méme facon la convergence de Z, (p )
uniformément par rapport a t sur tout compact de R, ce qui prouve que l’orblte
de w est bien de classe C°.

La seconde partie de la proposition 3.1 découle alors du lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit (X;)o<i<1 un processus gaussien complexe stationnaire, X
étant de loi No(0,1). Supposons que t — Xy soit presque sirement de classe
C'. Alors presque sirement (X;) ne passe pas par l'origine.

Preuve — Par Fubini, on a

[/ x| dt] /E[,)M dt:E[ﬁ] < +o0.

On a donc presque sirement

1

—— dt < 4o00. 2

o T .
Or, il est facile de voir que pour tout w vérifiant (2) et pour lequel t — X;(w)
est de classe C'!, X;(w) ne peut pas s’annuler. i

Bien siir, le lemme 3.2 prouve aussi que presque stirement, les applications
t — Zp: ne passent pas par l'origine. On peut donc écrire pour presque tout
w € Qo

Zt = eiAt et Zn,t — Pn,t eiAn,t

ou p; et py ¢ sont strictement positifs, et ¢t — A, t —— A, ; sont des fonctions
réelles continues (en fait, de classe C'™°).

Proposition 3.3 Pour presque tout w, le mouvement moyen existe, et il ne
dépend pas de w; i.e. il existe un réel m tel que

1 .s.
A, _ P o
t t—+o00

m = /Oﬂx do(z)
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Preuve — Pour presque tout w (en fait, pour tous les w dont l'orbite ne passe
pas par 0), on a écrit Z; = p; €', oti toutes les fonctions sont de classe C'™.

Dérivons par rapport a t :

d d \ . d
—Z; = |=pt) M i A ) Z
a’ (dtpt)e —H(dt t) t

d d

—Zy — Pt d

dt dt .

dt = _ )
Zy Pt o (dt t)

d

—7Z
iAt _ dt”!
dt Zy

De méme, on a presque sirement

s d 5. d
Or, on sait que Z, ¢ B Zy, et que —Zp, ¢ R N —Z;. On a donc
’ n—o0 dt n—o0 dt

d bs  d
Bl S L Sy
dt7" T sttt

Soient V' et (V,,)nen les variables aléatoires définies par

der d at d
V=—-A4 ;o V= —A .
dt tt:O ’ n dt n,t o
1
Lemme 3.4 Pour tout n € N, V,, € L' (u), V € L' (u) et V,, — L v
n—oo
En effet, puisqu’on sait déja que V, Po V, il suffit de prouver que
n—oo

la famille (V},)nen est uniformément intégrable. Pour cela, montrons que cette
famille est bornée dans LP pour tout p tel que 1 <p < 2:

2" —1
a s 3" o} Ry,
dt t=0 _ Sm k=0

Zn 0 Bl

)

Vi, =Sm

Remarquons que Re (R}) et Im (R}) sont deux variables réelles gaussiennes
centrées indépendantes, de variance o(J}'). Posons

2n 1
2 XS aro ().
k=0
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On a bien siir 0 < s2 < 7, car s2 est une combinaison linéaire convexe des a7,
et on peut écrire

2" -1 2n—1
Y aRRp=s:Bi+ Y (af —sn) R
k=0 k=0
e 2=l
On vérifie alors facilement que Y, = Z (aff — s2) R} est indépendant de B .
k=0
On a donc
Y,
2
|Vn| S Sp + F? )
d’ou
Y, 1
2 n
Wil < &+ 52| < m il | 5]

Mais la variance de Y, est toujours majorée par 2w, et comme p < 2, on a
11/B1]l, < +o00. On en déduit ||[V,|| < K, ot K, ne dépend pas de n, et le
lemme 3.4 est établi.

Puisque V € L', on peut appliquer le théoréme de Birkhoff au flot (7') pour

1t
prouver que presque siirement n / V(T"w)dr a une limite quand ¢t — +o0,
— 0
notée V(w). Or

t
/ V(T w)dr = Ay — Ao,
0

et donc

LN
t——+o0

é p-s.
t

De plus, la mesure o étant diffuse, on sait que la transformation 7' = T est
ergodique (voir [1]). On a donc V(w) "E> E[V].

Il reste maintenant a calculer le mouvement moyen m = E [V]. Grace au
lemme 3.4, on a bien str

m= lim E[V,].

n—0o0

Y,
Mais on a vu que V,, = Sm <z (5% + —n)> On a donc

By
Y,
E[V,] = Sm (z’]E {si+—"D
By
1
= Sm (isiHE[Yn]E {—D
By
= Qm( si) = si.
Enfin, on vérifie facilement que s2 ———— [ xdo(x). Ainsi, m est bien la
n—oo 0
moyenne de o. m|
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Chapitre 111







Systemes dynamiques gaussiens d’entropie nulle, lachement
et non lachement Bernoulli

Thierry DE LA RUE

Abstract

We construct here two real gaussian dynamical systems of zero en-
tropy ; the first one is not loosely Bernoulli, and the second is a loosely
Bernoulli Gaussian-Kronecker system. To get loose-Bernoullicity for the
second system, we prove and use a property of planar brownian motion
on [0,1] : we can recover the whole trajectory knowing only some angles
formed by the motion.

Résumé

On construit ici deux systemes dynamiques gaussiens réels d’entropie
nulle ; le premier n’est pas lachement Bernoulli, le second est un Gaussien-
Kronecker lachement Bernoulli. Pour obtenir la lache-Bernoullicité du se-
cond, on montre et on utilise une propriété du mouvement brownien plan :
on peut reconstituer toute la trajectoire sur l'intervalle de temps [0,1] &
partir de certains angles formés par les accroissements du brownien.

1 Introduction et notations

On s’intéresse ici aux systémes dynamiques de la forme (2, A, pu,T), ou
(Q, A, 1) est un espace de Lebesgue, et T une transformation mesurable de €2,
inversible, qui préserve la mesure de probabilité u.

Un mot de longueur [ sur un “alphabet” U est une suite finie W = (uq,...,u;)
d’éléments de ’ensemble U ; on notera aussi W = uy ...u;. Un sous-mot de W
est un mot de la forme W' = upugyq ... ups,r avec 1 < k < k+r < 1. Une sous-
suite de W est un mot de la forme W” = w;, ... u;, avec 1 < j; <--- < j, <.

Soit P = {P,, u € U} une partition finie de Q, les P, appartenant bien sur

a la tribu A. Pour tout w € Q, on pose P(w) W siwe P,, et pour tout couple
d’entiers (7, ) avec ¢ < j, on définit sur I'alphabet U le mot

j déf
W|‘Z7 (w7 Ta P) :e UiUi41 - - - /U’jfla

ou pour tout k € {i,...,j — 1}, ug ot P(TFw).

1.1 Distances entre mots

Soient W = wy...u et W = 4 ...u; deux mots de méme longueur [ sur
un alphabet . On définit entre ces deux mots la distance d par

dw,w')y €
( ’ ) l )
ou 7 est le nombre d’indices k € {1,...,1} tels que uj # uj. On a ainsi par

exemple sur 'alphabet {1,2,3,4}

3
d(12341,12434) = .
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On définit également la distance f entre W et W' par

— o | —
Fovw'y € —=,

ou s est la longueur de la plus grande sous-suite commune aux mots W et W',
Dans I'exemple précédent, la plus grande sous-suite commune aux deux mots
est 1234, et on a donc

1
F(12341,12434) = =

Clairement, la distance f est toujours inférieure ou égale & la distance d.
On peut étendre la définition de f au cas ot W et W’ sont de longueurs
respectives [ et I’ différentes. On pose alors

_ et L1 —2s
f(W7W) - l+l, bl

ou s est défini comme précédemment.

1.2 “Lache-Bernoullicité”

La distance f fut introduite par J. Feldman ([3]) pour définir la notion
de “lache-Bernoullicité” d’un systéme dynamique. On ne va pas donner ici la
définition générale de cette propriété, mais simplement 1’énoncer dans le cas ou
T est d’entropie nulle.

Définition 1.1 Soit (Q, A, u, T) un systéme dynamique d’entropie nulle. Il est
dit lachement Bernoulli si pour toute partition finie P de Q et tout € > 0, il
existe un entier N tel que, pour tout entier | > N, on puisse trouver une partie
M de Q (dépendant de P, [ et ), de mesure u(M) < e, en dehors de laquelle
on ait pour tous w et w'

F(Wlh (@, 1, P), W[y (&', T, P)) < e,

Remarque : dans cette définition, on peut remplacer “il existe un entier N
tel que, pour tout entier | > N...” par “pour tout entier N, il existe | > N tel
que. .

Les systemes lachement Bernoulli d’entropie nulle sont les systemes équiva-
lents au sens de Kakutani & une rotation irrationnelle sur le tore T (la définition
de cette équivalence se trouve dans [7]). Tous les systémes de rang fini sont
lachement Bernoulli (voir encore [7]). En construisant le premier exemple d’en-
tropie nulle non lachement Bernoulli, J. Feldman ([3]) a prouvé qu’il existait
plusieurs classes d’équivalence parmi les systemes d’entropie nulle. Depuis, plu-
sieurs autres exemples ont été trouvés; citons notamment celui proposé par
A. Rothstein ([8]), dont quelques idées sont adaptées ici au cas des systémes
gaussiens.

2
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1.3 Systémes dynamiques gaussiens

Soit v une mesure finie symétrique sur le tore T identifié a I'intervalle
[, 7[. Rappelons que (2, A, 1, T) est un systéme dynamique gaussien réel
de mesure spectrale v si il existe un processus gaussien réel centré (X,)pez
vérifiant :

— pour tout entier p, X;, = X o T?,

— la plus petite tribu rendant les X, mesurables est A,

— pour tous p et ¢, E[X,X,] = / ' aP)t gy (1).

Bien siir, la donnée de déterming toutes les propriétés d’un tel systéme.
En particulier, T' est ergodique si et seulement si «y est diffuse, et dans ce cas T’
est méme faiblement mélangeante (voir [1]). L’entropie de T" ne peut valoir que
0 ou +o0, suivant respectivement que v est ou n’est pas singuliere par rapport
a la mesure de Lebesgue (voir [10]).

1.4 Transformations de la trajectoire brownienne complexe

Dans toute la suite, (2,.4, ) désignera l'espace canonique du mouvement
brownien complexe issu de 0, sur l'intervalle de temps [0,1] :

— Q est Pespace des applications continues de [0,1] dans C, qui s’annulent

ent =0,

—  est la mesure de Wiener sur 2,

— A est la tribu borélienne, complétée pour u.

Pour w € Q, et 0 <t < 1, on note By(w) la position de la trajectoire w a
I'instant ¢.

Pour toute mesure de probabilité o sur [0,27| ayant un nombre fini de
points de masse non nulle?, on peut définir une transformation T,, de © qui est
mesurable, inversible, qui préserve la mesure p et telle que pour tout ¢ € [0, 1]
et tout p € Z

t
BioT? = / P 4B, 3)
0
o ¥(s) ¥ inf{zel0,27] /o([0,2]) >s}.
Dans le cas ou o est concentrée en un nombre fini de points oy < -+ < oy,
de masses respectives my,...,m,, Ty w se construit facilement a l'aide de la

formule (3) : posons pour tout k& € {0,...,p}, tx wf Z?:l m; (avec bien str

to = 0); on découpe la trajectoire w en p morceaux, correspondant aux inter-
valles de temps [tr_1,%;] (1 <k < p), puis on effectue une rotation de 'angle
ay sur le k-iéme morceau. T, w est la trajectoire obtenue en recollant bout a
bout les nouveaux morceaux.

Dans le cas ou o est diffuse, T,; s’obtient comme une limite de transforma-
tions T}, , ou les mesures o, sont concentrées en un nombre fini de points. Tous
les détails de cette construction sont donnés dans [9], ainsi que la preuve du
théoréeme qui suit.

2Dans la suite, on se restreindra implicitement aux probabilités sur [0, 2] qui vérifient
cette propriété.
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Théoréme 1.2 Si o est diffuse et concentrée sur [0,7[, (2, A, u,Ty) est un
systeme dynamique gaussien réel de mesure spectrale vy, ot v est la mesure de
probabilité symétrique sur | — 7, w| définie par

~v(A) def %(U(Aﬂ [O,ﬂ']) —|—U(—Aﬁ [O,ﬂ)),

. . . P P dé
le processus gaussien réel sous-jacent étant donné par X X Re (B1). De plus,

on a T? =Ty, ou & est la mesure sur [0,27[ image de o par t — 2t.

En corollaire, si o est diffuse sur [0, 27[, T, est ergodique (méme faiblement
mélangeante), et si de plus o est singuliére par rapport & la mesure de Lebesgue,
T, est d’entropie nulle.

On se propose dans la suite de montrer qu’un systéme dynamique gaussien
d’entropie nulle peut étre lachement Bernoulli, et peut également ne pas I’étre. Il
s’agit donc de construire deux mesures diffuses sur [0, 7], singuliéres par rapport
a la mesure de Lebesgue, telles que les deux transformations T}, correspondantes
soient respectivement lachement Bernoulli et non lachement Bernoulli. Les deux
constructions utilisent le lemme suivant.

Lemme 1.3 Fizons une partition finie P = {P,, uw € U} de Q. Soit op une
mesure de probabilité sur |0,2n[, concentrée en p points o, ...,ap—1, chacun
de masse 1/p, et soit | un entier supérieur ou égal a 1. Alors, pour tout € > 0,
il existe 0 > 0 tel que, pour toute mesure de probabilité o vérifiant

Wk € {0,....p—1}, 0<]ak—5,ak+5[):%, (1)

on ait

i (Wl (@, To.P) # Wi (0. Ty P)) < <.

Preuve — Comme les variables By, 0 <t < 1, t € QQ engendrent A, on se
ramene facilement au cas ou P(w) ne dépend que d’un nombre fini de variables
By, ..., By,. Pour tout s € [0, 1], posons
Yo(s) € inf{ze[0,2n] /oo([0,2]) > s},

et p(s) ¥ inf{ze[0,27] /o([0,2]) > s}.
Appelons A la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Si o vérifie (4), on a pour tout
ke{0,...,1—1}
otk _ pikio

< 2k0,

L2([0,1],2X)
on en déduit

Btj (0] Tf - Btj [¢] Tf()

< 2k9.
L2 ()

La convergence dans L? entrainant la convergence en probabilité, il n’est pas
difficile de voir que si 0 est assez petit, on obtient pour tout k& € {0,...,l — 1}

sup
1<j<r

u (P(Thw) # P(Thw)) < 7,

ce qui suffit pour avoir la majoration voulue. O
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2 Construction d’un systeme dynamique gaussien d’en-
tropie nulle, non lachement Bernoulli

2.1 Quelques lemmes

Lemme 2.1 Soient W, Wy, Wi, Wo, W3 cing mots sur un alphabet U. W est
de longueur klm (k, 1 et m entiers), et les W; sont tous de méme longueur 1.
On suppose qu’il existe e >0, e’ >0, § €]0,1/3[ et p €]0, 1] vérifiant

1. T(W, Wo) S g,

2. pour 1 <i<3,dWo,W;) <¢e,

3. e+6¢" < pd.

Ecrivons W sous la forme W = W?... Wk ou les WJ sont tous de longueurl.
Pour tout s € {1,...,k}, soit Py l’ensemble des entiers de la forme hk + s
(0 < h <m—1). Notons enfin b le plus petit entier vérifiant b > %m.

Alors il existe un entier s € {1,...,k}, b indices j1,...,jy € Ps, et b sous-
mots Wi, ..., Wb de Wy tels que, pour tout r € {1,...,b} et tout i € {1,2,3},
f (WjT,WiJ”") < 8§ (ou W) désigne le sous-mot de W; situé & la méme place
que Wg”" dans Wy).

Preuve — Appelons n la longueur de la plus grande sous-suite commune & W
et Wo. Alors on peut découper Wy sous la forme Wy = W ... Wé“m, de telle
facon que, si n; désigne la longueur de la plus grande sous-suite commune a
Wi et Wg , on ait n = fol n;. Notons [; la longueur de Wg , et découpons
les mots W; (1 < i < 3) suivant le méme motif : W; = Wil ... Wikm, ou [; est
aussi la longueur de WZJ . Pour 1 < j < km, soit d; le nombre de lettres de
Wg qui ne coincident pas avec les 3 lettres correspondantes de Wf , WQJ , W?Z .
Remarquons que pour tout j € {1,...,km} et tout i € {1,2,3}, la longueur de
la plus grande sous-suite commune & W7 et WZ] est au moins n; — d;, et donc

l+lj—2nj+2dj
l—i—lj '

F(wwi) < (5)

D’apres les hypotheses de I’énoncé, on a

Sl —2n5) KlmA4l —2n -
’ Klm + 1/ = mmir AW <« (6)

Zé?;nldj<EWW d(Wo, Wa) +d (W, Ws) < 3¢ 7
— = (Wo, W) +d (Wo, Wa) +d (Wo,W3) < 3. (7)

De l'inégalité (7), on déduit

et

22;?7—”1%‘
== I < 6!
Klm+ 1 =

puis, a laide de I'inégalité (6)

ST (41 — 20 + 2d)) :
< < .
Flm + 1/ S etbe <
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Posons pour 1 < s <k
, et >jep,(L+15)
s klm + U

z’“:t 5 L= 2n 42y s
s=1 SjEPS Z]EPS(Z+ZJ) B

Par conséquent, il existe au moins un s pour lequel

l+lj—2nj—|—2dj
JEP; ZjePs(l +15)

< pd.

(Car une combinaison linéaire convexe de réels tous strictement supérieurs & pd
serait elle-méme strictement supérieure & pd.) Fixons donc un tel s, et notons

Ad:f ]EPS l—f—lj le+ dj>5 :
l—i—lj
déf

et soit B = Ps \ A. Pour tout j € B, et tout ¢ € {1,2,3}, on a d’apres (5)

7 (Wj : Wg') <.
De plus, on peut écrire

ps > (I+1;) > > (I+1;—2n;+2d;)
JEP;s JEPs

5> (1+1),
JEA
don S(1+1y) p Y (1+1),

JjeEA JEPs

et donc > (I+1;) (1=p) Y _(1+1).

JjEB JEPs

Y

IN

v

Remarquons enfin que si j € B, on a

lj—l < l—i—lj—2nj <5 <
L+l S i+ S 0F

)

W =

et donc I; < 21. On en déduit (le nombre d’éléments de B étant noté #B)

3I#B > D (I+1))

JjEB
> (1=p) > (1+1)
JjEPs
1_
don #B > Tpm,
et il y a donc au moins b éléments dans B. O
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Lemme 2.2 Soit P un polynome de degré m > 1, a coefficients complexes, et
soit D une droite du plan complexe passant par 'origine. Alors le nombre de
réels 0 € [0, 27| qui vérifient P(e®) € D est magjoré par 2m.

Preuve — Quitte & multiplier P par un complexe de module 1, on peut toujours
supposer que D est la droite d’équation Re (z) = 0.

Fixons un réel a. Soit @ le polynéme défini par Q(z) “p (e@2). Q est
aussi de degré m. Pour tout 6 €] — 7, 7[, on peut écrire

: 11—t 2
Re (P(el(aJrO))) = Re (Q <1+t2 +Zl+t2>>’

out ¥ tan(6/2). On peut alors trouver un polynéme R de degré au plus 2m tel
que R(t) s’annule en méme temps que la partie réelle de P(ei(a+9)). Or, quand
0 décrit | — m, 7|, t décrit R et donc R(t) s’annule au plus 2m fois. Pour tout
réel a, le nombre de § €] — m, 7 qui vérifient P(e?®+?)) € D est donc majoré
par 2m. Choisissons en particulier « tel que P(ei(o‘_”)) ¢ D. Sur lintervalle
[ — 7, 4+ 7[, P(e") ne passe au plus que 2m fois par D. o

Lemme 2.3 Soient 0 < ¢ < n deux entiers. Alors le nombre d’applications
croissantes de {1,...,c} dans {1,...,n} est majoré par c2°¢ 23vne,

Preuve — Pour définir une telle application f, il suffit de choisir un entier
k€ {1,...,c}, qui sera le nombre d’éléments de f({1,...,c}), une partie I &
k éléments parmi {1,...,n}, qui sera bien siur f({1,...,c}), puis 'ensemble E
des entiers j € {1,...,c — 1} qui vérifient f(j) = f(j + 1). Or, le nombre de
choix possibles pour k est ¢; d’apres le lemme 5.2 dans [8], le nombre de parties

I & k éléments parmi {1,...,n} est majoré par 23Vnk done par 23V7¢; enfin,
le nombre de facons de choisir F est clairement majoré par 2°. |

2.2 Programme de la construction

On se fixe une partition P = {Py,...,Pigo} de ©, qui servira & nier la
définition 1.1. Cette partition est définie par

P {w € /arg(Bl(W)) < [W’%H ’

en prenant bien sir la détermination de 'argument comprise entre 0 et 27. On
notera alors pour simplifier

W (w,T) € Wl (w,T,P).

On se fixe aussi une suite (J,,),>1 de réels dans |0, 1/3], strictement décrois-
sante, et de limite § > 0. On pose, pour tout n > 2

o dd Op—1—0p
" 100
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et pour tout n > 1
sf Op — 2€
On d:ef n n+1 < 1.
On,

On va construire par récurrence une suite (7, )n>1 = (T4, )n>1 de transfor-
mations de Q, 0, étant une mesure de probabilité sur [0, 27|, concentrée en
pn points ag < --- < a, 4, chacun de masse 1 /Pn. Les o seront choisis de la
forme 2j;'m/l,,, avec 1, et les j;! entiers. En conséquence, T}, sera périodique, de
période [,,.

On prendra les ozZ“

au voisinage des o}, pour qu’avec une forte probabilité,
les mots W\f)" (w, Ty4+1) soient identiques aux mots W\f)" (w,T},). On obtiendra
a la fin une probabilité limite o, diffuse et singuliere par rapport a la mesure
de Lebesgue. La transformation T, sera donc ergodique, d’entropie nulle et,
on l’espere, non lachement Bernoulli. Si on note & la mesure image de o par
t — t/2, on aura T&2 = T,, et donc T3 ne sera pas non plus lachement Bernoulli
(voir [7]). Or, d’apres le théoreme 1.2, (Q, A, 1, T5) est un systéme dynamique
gaussien réel d’entropie nulle; on aura donc trouvé I’exemple annoncé dans le
titre.
Pour tout p > 1, notons A, la tribu engendrée par les variables
AL E By~ Bryp (0<k<p-1).

On peut tout de suite remarquer que, si o, est construite comme indiqué
précédemment, alors tous les mots W|! (w,T},) seront A, -mesurables. En effet,
on aura pour tout entier r

pn—1
ro__ Pn jiral
BioT) = Z A e %
k=0
La propriété (H,,) énoncée ci-dessous sera vérifiée a chaque étape, et assurera
ainsi que T, n’est pas lachement Bernoulli.

(Hn) — 1l existe un “mauvais” ensemble M, A, -mesurable, stable par T,,
dont la mesure vérifie

w(M,,) < 6"2“ ;

pour tout wy € Q\ M, et tout entier l > 1, on a

n({we\ My [T (WIE (@ T), Wi (00, T0)) <60 }) < malln),  (8)

déf 9
o ma(l) £ (1612%0V7) T

2.3 Construction de T}

Soit m; un entier assez grand (& préciser par la suite). Pour 0 < j < mj — 1,
posons
1 déf 2m]
o = —=—.
J my

42



On définit o7 comme étant la mesure de probabilité sur [0,27] qui donne a
chaque point a} la masse 1/mj. On pose aussi [; dot D1 ot mq. On véri-
fie alors facilement par le calcul des covariances que les variables aléatoires

Bi,BioTi,...,B1o0 Tlllf1 sont indépendantes. Par conséquent, pour chaque
mot W de longueur I; sur 'alphabet U o {1,...,100}, on a

(W (@, 1) = W) = 100"

Fixons un mot Wy de longueur [ quelconque, et cherchons a estimer le nombre
de mots W € U vérifiant f (W, W) < 61. Sil > 2l;, comme §; < 1/3, ce n’est
pas la peine de chercher, car il n’y en a pas! De méme si | < [1/2. Il suffit donc
de voir le cas ou l3/2 <1 < 2[;. Notons alors s le plus petit entier qui vérifie
I+ —2 1
trh—2s

[+ 1 -3’

s est la longueur minimum de la plus grande sous-suite commune a W et Wy
pour que f (W, Wy) < 1/3. On a forcément s > [1/2. Par ailleurs, le nombre de
mots W de longueur [y ayant en commun avec Wy une sous-suite de longueur
s est clairement majoré par

C; C; 1001~ < 202l 1001/2 < 80",

On obtient finalement
_ 4\ h
w(7 (Wi @ wo) <a1) < (5) -

Si my = I est choisi assez grand, on a (4/5)% < n(l1), et donc la propriété
(H1) est vérifice (avec My = ().

2.4 Passagede T, a T,

Supposons maintenant construite la transformation 7, = T, , vérifiant la
propriété (H,). Grace au lemme 1.3, il est possible de choisir un entier ki1
assez grand pour que, pour toute mesure de probabilité o vérifiant

2 1
Vi e {0,...,pn— 11, noan =, 9
7€ 0 =1 o ([afaf+ 7)) = o ©

on ait el e
p (W (@, 1) # W (@, 1)) < =et (10)

Pour des raisons techniques, imposons de plus que k41 soit un multiple de 3.
Soit my,41 un entier suffisamment grand (a préciser ultérieurement). On
considere les p,my+1 points de [0, 27| définis comme suit
_— déf o 4 27r

Jmnitr J kn-{—llnmn—i—l

0<j<pp—1;0<r<myp4—1).
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(Voir la figure 2 page 40.) On pose aussi p,11 % PrnMpa1, et byt ey kn+1mn+1.
On définit 0,41 comme étant la probabilité qui donne & chaque point a;” la
masse 1/pp41. On vérifie bien alors que T}, est périodique de période I, 1.
Il s’agit maintenant de montrer que si I'on choisit m,11 suffisamment grand,
(Hp41) est vérifiée. Pour cela, on va utiliser la propriété (H,), et il faut donc

se ramener a la transformation T}, ; c’est 'objet du paragraphe qui suit.

2.4.1 Approximation des T}, 1-mots par des concaténations de T,,-mots

Soit w € Q, et I > 1. Soit J ={0=jg < j1 <--- <jp =1} un ensemble
d’indices tels que jirir1 — jx < 31, pour tout k. On va approcher W]O (W, Tht1)
par le mot, noté Wj(w), obtenu en remplagant dans W]O (w, T +1) chaque sous-
mot W\?:“ (w, Tp+1) par W]ék“_jk (Tjﬂw T, ) Par construction, 0,41 vérifie
(9), et par (10), on obtient

[0 (W (o Torn) W (T T )] < 25722

321,
d’ou o e
B |4 (Wy(w), Wiy (@, Tun) )| < 25572,
et par 'inégalité de Tchebychev, on obtient
(Bl e 1) - 52) <

Appliquons ce résultat aux quatre ensembles d’indices

Jo & {0,00,200, - Bnamnaln ),

T % 10,30,,60, ..., (2knsimast — 3)ln, 2kni1mnsiln ),

Ty ¥ 10,10, 40, T, .., (2kns1Mi1 — 2)ln, 2kns1 Mgl ),

Js ¥ 10,20,,50,,80, ..., (2kps1mini1 — Din, 2kns1mns 1l ).

(Rappelons que k1 est choisi multiple de 3.) Définissons I’événement

déf (= In En+1
Dy = (d(WyOH( Tri1), Wi, (w ))> 2*)

-mesurable, et ,u(Do) < i’éf En utilisant la périodicité de

Dy = Dgy. Posons

Alors Dy est A,

T, et T,+1, on montre facilement que T,

n+1
n+1

ln—1

U 7.71Do.
j=0

déf
MO,n+1 =

Alors My 41 est stable par Tj,11, Ay, ,-mesurable, et de mesure

n+1

En+2

M, < ==
p(Moni1) < 16
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De méme, posons

Dy & (@ (W @ T W @) > 572 ).

3ln—1
déf
et My, = |J T,7,D.
7=0
On a aussi My 41 stable par T,41, Ap, . ,-mesurable, et de mesure
3Ento

Puis, pour i € {2,3}, posons

Dy (W™ @ o) Wi (@) > i ).

On vérifie aisément que si my11 est assez grand, alors
i—1)l
7(1 +1 "D; C Dy,

et donc D; C Mj p41. Posons enfin

1 déf
M, = Mony1UMypi.

Alors M} n1 est stable par T, 11, A,
et en dehors de M} nil, O &

-mesurable, de mesure pu(M, 1+1) < —5n4+ 2,

n+1 n

— ln gn
d (W’0 i ( n+1) WJO( )) < 2+1 < En+1,
et (W™ (@, Ths1), Wi () < enn (i=1,23).

2.4.2 Encore un lemme

Pour w € €, et i € {1,2,3}, on appelle i-bloc un sous-mot de Wy, (w), de
longueur 31,, délimité par deux indices consécutifs de J;. Ainsi, il y a Qk”“#

1-blocs, et (Mnﬂ# — 1) i-blocs pour i € {2,3}. Un i-bloc est toujours de

la forme W|3l" ( ffffi Tn). Notons n;(w) le nombre de fois ot un i-bloc est
différent de celui qui le suit.

Lemme 2.4 On a toujours n;(w) < 2001,mp41.

Preuve — Posons, pour tout entier k, Vj a W]l” (Tkllw T ) Soit W un
i-bloc, et kl,, la place de la premiere lettre de W dans Wy, (w). Alors W est la
concaténation de trois copies identiques de Vi.. W est donc différent du i-bloc
suivant si et seulement si Vi # Vi13. On va montrer en fait que le nombre d’en-
tiers k € {0,..., kny1mpi1 — 2} tels que Vi # Vii1 est majoré par 100 I, m, 41,
ce qui suffira largement pour établir le résultat annoncé.
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Fixons un entier r dans {0,...,l,, — 1}, et soit ug la (r + 1)-ieme lettre de
Vie (0 <k <kpi1mpy1 — 2). 11 suffit de montrer que le nombre d’entiers k tels
que ug # uga1 est majoré par 100m,,1. Comme T}, et T, 11 commutent, on a

up = P(T;; 0 Tyyw) = P(UMW),

\ éf éf .
ouUd:eTfl’jrletw’(izeTﬁw.Or,pourOﬁsgmnH—letOSJSpn—l,ona

AP ol = exp (k 127s )Ap"“

st+gmn+41 1M1 s+jmn41
Posons, pour 0 < s < my41 — 1,

pn—1

aéf .
RS :e Z AIS)+<;117’L7L+1 (w,)'
=0
On a alors
B Uk‘( /) m% 1R ( i2]€7{'8 )
oUW = exp | ———
! 5:0 3 kn-{—lmn—f—l
12k
= #(ew (i)
kpy1mpia
mn+171

on P(X) ¥ Y Rx®
s=0

Le nombre d’entiers k tels que P(U*w') # P(U*1W') est donc majoré par le
nombre de réels 6 € [0, 27| tels que P(e?) appartienne & I'une des 50 droites

d’équations arg(z) = %76 [7] (1 < j < 50). 11 suffit alors d’appliquer le lemme
2.2 pour obtenir le résultat. m|

2.4.3 Eviter le mauvais ensemble M,

On aici besoin de remarquer la propriété suivante, qui découle de la construc-
tion de la mesure o1 :

les tribus Tn_ﬁlf”ll”.%lpn, (0 <j <mpy1— 1) sont indépendantes. (11)

En effet, action de Tfﬁll" sur les variables A}" est similaire & celle de T sur
Bj (en remplagant simplement mq par my,1). Pour tout r € {0,...,k,11 — 1},
et tout w € €, posons

1 Mp4+1—1

déf iknt1ln+rl
gr(w) = Ly, (T7Fn+tinTTing,
) DY )
w1 e
ct gw) = — 3 o)
n+l  .—g
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Puisque M, est A, -mesurable, les m,, variables aléatoires 1,4, o Tikntilntrin
(0 <j <myuy1 — 1) sont indépendantes, et comme p(M,,) < 5"2“ , 8l My 11 est

assez grand, on a

En+2
> ¢ <
et donc (g >epy1) < Ent2
41,

Posons
ln—1

U n+1 g > 5n+1)-

Alors M? 211 est Ay -mesurable, de mesure plus petite que , et stable par
T,+1 (toujours grace a la périodicité de T), et Tj,11). Pour tout w € Q, on va
maintenant transformer le mot Wy, (w), de sorte a éliminer les probléemes dus au

En42
4

mauvais ensemble M,,. Pour 0 < j <k, 1mu,+1 — 1, a chaque fois que Tt g 1w

tombe dans M,,, on remplace le sous-mot W]l” (Tj l"lw T ) par le mot

l,, fois

Appelons VVJ’0 (w) le nouveau mot ainsi obtenu. C’est un mot sur l'alphabet
a 101 lettres U U {w}. Par définition de 'événement M2, ,, il est clair que si

w¢ M2, alors d (WJO( ),Wjo(w)) < Ent1.
Pour i = 1,2,3, on va faire subir au mot Wj,(w) un traitement similaire.
Considérons ’ensemble des “bons mots”

def{WGUzn/gweQ\Mn, W\ (w, )ZW}.

Remarquons que si W]é” (wo,Ty) € By, alors pour tout entier r et tout [ > 1,
et méme si wg € M, on a

u({w e\ [T (W @ T, WE (w0, 7)) <00 }) < ialla)- - (12)

En effet, T;, étant de période [,,, la connaissance de W\é” (wo, T},) suffit & déter-
miner le mot W]TH (wo, T},). On peut donc supposer que wq n'est pas dans M,,.
De plus, M, étant stable par T, T"wy n’est pas non plus dans M, et vérifie
donc (8).

Fixons i € {1,2,3}, et notons 0 = jo < j1 < --- < jp = 21p41 les éléments
de J;. A chaque fois que WIZO” (Tjk w, T, ) ¢ B, on remplace dans Wy, (w) le

sous-mot W]ék“_jk (w, Ty) par w...w ( (Jrr1—Jx) fois la lettre ‘w’). On appelle
WJ’ (w) le nouveau mot ainsi obtenu. De méme que précédemment, on vérifie
aisément que si w ¢ M2, alors

d (W, (w), W), (@) < Benpa.
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Dorénavant, le terme “i-bloc” désignera aussi un sous-mot de Wj (w) délimité
par deux indices consécutifs de J;. Remarquons que le lemme 2.4 reste valable
si 'on remplace Wy, (w) par Wy (w). En effet, si nj est défini & partir de W,
comme l'est n; & partir de Wy, on a clairement n = n,.

On peut maintenant définir le mauvais ensemble de la (n + 1)-ieme étape :

déf

1 2
Myt = Mn+1 U MnJrl'

Alors M1 est, comme prévu, A, . -mesurable, stable par 71, de mesure
En+2

plus petite que =52, et si w & My, 1, alors

IN

2eny1, (13)
et (WM (W, Thn), Wi(w)) < denn (=1,2,3).  (14)

— ln
d(WIg (@, Tapr), Wi, (@)

2.4.4 Vérification de (H,+1)

Fixons maintenant wg € Q \ M, 11, et un entier [ > 1. Il s’agit de majorer
la probabilité de 1’événement

Alwo, 1) = (7 (W5 (@, Tusa), Wi (wo, Tagn)) < m) N M1,

L. I
Comme on I'a déja remarqué, si [ < ==

W de longueur l,,41

,ousil> 2,1, on a pour tout mot

— 1
f(W‘f) (wo,Tn+1),W) > g > 5n+1-

Il suffit donc d’étudier le cas I”T“ <1 < 2lpyq. Pour ¢ = 1,2,3, appelons
W (wo,1) le mot constitué des [ premieres lettres de Wy (wp). Comme wp n’est

pas dans M, 1, on a par (14)

IN

E(WVO (wO’Tn+1)7WJ,i(w07l)) 16en41.

Soit maintenant w € A(wy,!). Grace & (13), on a
F(Wh @), WIg™ (@, Tun)) < 2ensn,
et donc, par l'inégalité triangulaire, on obtient
F (Wi, (@), WG (@0, Tus1)) < dngr + 28041
Comme 6p,41 + 26541 + (6 X 16) €511 = ppdn, toutes les hypotheses du lemme

2.1 sont vérifiées. Notons b le plus petit entier supérieur ou égal a 1}”" Mpt1,
et pour 1 < s < k41, soit

P ¥ bk 45, 0<h<mp — 1)
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Découpons WJ’0 (w) en kyy1Myy1 sous-mots notés W, ... Whet1mnt1 tous de
méme longueur [,,. Rappelons que l'on a

Wig (e, 1) s T2 "0 & My,

Z(w) sinon.

Wi =

Alors, d’apres la conclusion du lemme 2.1, il existe s € {1,...,kn11}, b indices
1y, 0 € Ps, et b sous-mots ng,...,ng de W]é (wo, Th+1) tels que pour
tout i € {1,2,3} et tout r € {1,...,b}, on ait f (Wj*, WZJT) < Iy, WijT désignant
le sous-mot de Wj (wo, 1) situé a la méme place que WO'T dans W|é (wo, Tht1)-
%, la longueur de chaque mot Wy" est toujours majorée par
21,. En conséquence, pour tout 7 il existe un ¢ € {1,2,3} tel que W/ soit

entierement contenu dans un i-bloc. Si on note ¢ le plus petit entier supérieur
ou égal a 1—_9@mn+1, on est alors assuré de 'existence d’un i € {1,2,3} et de

Comme 6, <

¢ sous-mots Wihl, e ,Wl-hc de WJIZ (wp), chacun contenu dans un ¢-bloc, et qui
vérifient tous

T (Wh, W) < . (15)

Supposons fixés s, les indices h1, ..., h. € Ps, i et les sous-mots Wihl, ceey Wihc

de Wj (wo). Alors pour tout r € {1,...,c}, la probabilité que (15) soit réalisé
est majorée par n,(l,). En effet, ou bien on peut appliquer (12), ou bien
I/Vihr est contenu dans un ¢-bloc de la forme wqg...wp, et alors on a claire-

ment u (7 (WhT,Wihr) < 1) = 0. De plus, comme les indices hq,...,h. sont
tous dans un méme ensemble Py, on a grace a (11) l'indépendance des mots
Whi .. Whe. La probabilité que (15) soit réalisé pour tout r est donc majorée

par (nn(ln))c, donc par
1-pn

(nn(ln)) o :

Il reste maintenant a majorer le nombre de choix possibles pour s, hy,..., he,
i et les Wih*.

— Il y a bien sir k,41 choix pour s.

— L’entier s étant déterminé, il y a ¢ indices a choisir parmi les my41
éléments de P;. Majorons grossierement le nombre de fagons de choisir
h1,...,he par 27n+1,

— Il y a 3 choix possibles pour «.

Le plus difficile est de majorer le nombre de choix des sous-mots Wihl, e ,Wl-hc
de WJ/Z (wo). Ils sont entierement déterminés par la donnée de leur longueur
respective, des i-blocs dans lesquels ils sont contenus, et du rang de leur premiere
lettre dans chaque ¢-bloc.

— La longueur de chaque Wl-hr valant au plus 21, il y a au plus (21,)¢ choix
possibles pour les longueurs.

— En utilisant le lemme 2.4, on montre facilement que le nombre de choix
possibles pour les i-blocs est majoré par le nombre d’applications crois-
santes de {1,...,c} dans {1,...,2001,m,+1}, et donc, d’apres le lemme

2.3, par c2° 23 V200 clnmn i
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— Chaque i-bloc étant de longueur 31,, il y a au plus (31,)° choix pour les
places des premieres lettres.
En majorant ¢ par %, et ¢2¢ par 2™+1 on en déduit que le nombre de choix

possibles pour les sous-mots Wih”" est plus petit que

(4 1, 2% W)m"“ .

On obtient finalement

M(A(wo,l))

3 kny1 (8 Iy 230 \/m)mnﬂ (Un(ln)) li%mnﬂ

1 Mnp+1
3kn+1 (5) .

IN

IN

Il est maintenant clair que si m,41 est assez grand, on a pour tout wg & M, et
tout [ >1

1(Awo. D) < Muri(nknsimas),

i.e. (Hp41) est vérifiée.

2.5 La transformation limite 7

On peut donc construire comme prévu les transformations 77, ; il ne reste
plus qu’a trouver leur limite. Soit ¢ 'unique mesure de probabilité sur [0, 27|
qui vérifie (9) pour tout n. Alors o est diffuse et singuliere par rapport a la
mesure de Lebesgue. De plus, comme T, vérifie (10) pour tout n, on a

p (WG @, To) # WG (@.Tn) ~— 0

n—-+o00

A cause des propriétés (H,), T, ne peut donc pas étre lachement Bernoulli. O

3 Un systeme gaussien-Kronecker lachement Bernoulli

Apres avoir trouvé un exemple non lachement Bernoulli parmi les systémes
dynamiques gaussiens d’entropie nulle, la question se pose de savoir si certains
de ces systemes peuvent étre lachement Bernoulli. La réponse est oui, comme
on va le voir maintenant.

La construction qui va suivre étant totalement indépendante de la précé-
dente, toutes les notations introduites dans la partie 2 peuvent (et doivent!)
étre oubliées. On a besoin tout d’abord d’établir une propriété concernant le
mouvement brownien complexe.

3.1 Le module du mouvement brownien complexe fonction de
certains angles formés par la trajectoire

Lemme 3.1 Soit B une sous-tribu de A, et soit Y une variable aléatoire com-
plexe intégrable, de module presque stirement non nul, et qui vérifie

E|v||B]"E"

E[Y |B]

)

alors arg(Y') est B-mesurable.
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B] = pe’® (i est alors B-mesurable), et soit Y = Re®.

Preuve — Ecrivons E[Y |
=E[R |B], et

On a alors E {|Y| |B}

E[Y 8] = E|ve™ |B]
= E {Rei(ww’) \B}
= E {Rcos(qb — @) \B} (car c’est réel!).

Finalement, on obtient E [R(l — cos(yp — 90)) |B} =0, dott ¥ "> »; ainsi,
1 = arg(Y) est bien B-mesurable. i

Définissons maintenant la variable aléatoire ©, uniformément distribuée sur

On définit aussi deux transformations G et D de () par

Vte[0,1], BioG = V2B,
et Bt oD = \/5 (B(t+1)/2 — B1/2) .

Remarquons que G et D préservent la mesure u, et que les tribus G71(A) et
D71(A) sont indépendantes.

Notons I' & {G,D}; pour tout n € N, I'" est ’ensemble des mots de
longueur n sur 'alphabet I'. On pose aussi

r<r € roy..urtt (n>1),
ot I € o
neN
déf

On définit O©q oo G, ©Op = Oo D, puis, ayant défini les variables aléatoires
Ow pour tout W € I';,, on pose Oaw dot Ow o G et Opw ot Ow o D. On
obtient ainsi récursivement une famille de variables aléaoires (Ow )wer+, ©
correspondant bien entendu au mot de longueur nulle (voir la figure 3 page 40).
Pour tout n € IN, on note A, la tribu engendrée par les Oy, W € '™ puis

By € AV -V Ay, et Boo €V, on An.

Théoréme 3.2 |Bi| est Boo-mesurable.

Notons R & |B1|, et de la méme maniére que précédemment, définis-
sons récursivement la famille (Ry )wer+. Pour tout n € N, les 2™ variables
Ry, W € I'™ sont indépendantes, de méme loi que R. Si on note F,, la tribu
qu’elles engendrent, on vérifie aisément que pour n > 1, F,, est indépendante de
B,,—1. De plus, comme on va le voir maintenant, |B1| est (88,1 V F,)-mesurable.
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Si (rw)wer est une famille de réels positifs, et § € [0, 27], on pose

Zy (9, (TW)) « % (TG + ei(W*G)TD) ;

et Ml(é?,(rw)) dot ‘Zl((g,(rw))‘.

Remarquons que l'on a M; (@, (RW)) = |B1|, qui est donc By V Fi-mesurable.
Soit maintenant n > 2 pour lequel on a défini les applications Z,,_1 et M,_1.
On pose alors, pour toute famille (O )ywer<n de réels dans [0, 27|, et pour toute
famille (rw)wern de réels positifs

Zu((6w), (rw)) < % [M (65, (i) + e 0 (07), m%)] ,

et My ((0w), (rw)) = |Za((0w), (rw))]
la famille (65)y/er<m-1) étant définie par

déf

VW e <=1 0%, < Gy,

de méme pour (65.), (r§.) et (rf,). On vérifie aisément par récurrence que
pour tout n > 1, on a M, ((G)W), (RW)) = |B|, qui est donc bien B,_1 V F,-
mesurable. De plus, on a aussi pour tout n > 1
_gda 1 i(r—)
Zo((OW), (Rw)) = 2 < ﬂ(RG +e O Rp).

Pour tout n > 1, notons X, ’ensemble des familles (ry )wern de réels positifs,
et soit u, la probabilité sur &), qui rend les 2" coordonnées indépendantes, de
méme loi que R. Grace a I'indépendance de B,_1 et F,, la variance condition-
nelle de R sachant B,,_1 s’écrit

Ve, € E [R2 |an1} - (E[R |Bn—1])2
2
= [, 4:2(©w). (rw)) o) - ( [, Ma((©w). (rw) dww)) -

Remarquons que V,, > 0 p-p.s., et que E[V,] <E [Rz] < 400; en conséquence,
toutes les intégrales sont u-p.s. finies. Posons pour tout n > 1

déf

D, ¥ (B[R |Bona]) ~ [E[ZB,ma][

On a aussi D,, > 0 u-p.s., et par un théoréme de convergence de martingales,
on obtient

. 2 2
Dy 22 (B[R | Bw]) = |E[Z | Bso]| - (16)
n—-+00
On va maintenant montrer ’égalité suivante, valable pour tout n > 2 :
E[V,] = E[V,-1] —E[D,]. (17)
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Pour cela, écrivons V,, sous la forme
Vo = E[Bif|Bui|—Ya—Da,

2
ol Y, = ‘E[Z\Bn_ﬂ‘

n—1 ((GW) © G7 (Tg/))

2
+ O, ((Ow) 0 D, (1)) dpin(riv)

Or, sous fin, (rS) et (r),) suivent la loi ;1. On a donc

Y, = ;(/Xn an 1((Ow) 0 G, (Tw))dun 10"1%))

+ </n an 1((Ow) o D, (TW)) dpin— 1(7”W)>

+ cos(m —©) (/an Mnfl((@W) oG, (7”1%/)) d#nﬂﬁ%))
X </ M, ((@W) oD, (r@)) dun_l(rv%))
Xn—1

Sous p, les variables (Ow) o G, (Ow) o D et O sont indépendantes. Comme
E [cos(m — ©)] = 0, l'espérance du troisieme terme est nulle. Il reste alors

ElY,] = ]E[(]E[\Bly |BualoG) + (BB an_Q]oD)Q]

(051 1B,21)"].

1
2
= E

De plus, comme

E {E (1B |Bn1” —E[|Bi]’] = E []E 1B |Bn2H,

on obtient bien ’égalité (17).

Comme D,, et V,, sont u-p.s. positifs, on en déduit que la suite (IE [Vn])n>1

est décroissante positive. Elle admet donc une limite I > 0. On a alors

> Dyp| =) E[D,)=E[Vi]—1< +oo,
n>2 n>2
et donc
D, PR L.

n—-+o00

En comparant ce qui précede avec (16), on obtient

E[R |Bs] = |E[Z | Bx]|
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On peut donc appliquer le lemme 3.1 avec Z =Y et By, = B; arg(Z) est donc
Boo-mesurable. On en déduit par le théoréme de Thales que le rapport Rg/Rp

est aussi Boo-mesurable. Considérons maintenant les tribus BS wf G 1(Bo),
et B % D71 (By). On a By = BS v B2 v Ag, les trois sous-tribus étant
indépendantes. On vérifie facilement 1’égalité

R 1
E{R—Z |Bw} - ]E[RG \Bgf;}E[E ]Bg},

d’ou
Rg
Rp
Prenons enfin ’espérance conditionnelle des deux membres de ’égalité précédente
par rapport a la tribu G=!(A); on obtient

= IE[RG‘B?O}E[RLD ‘33].

1 1
RGE |—| =E|Rg |BS ]E{—]
“ {RD] [ ¢ ‘ OO} Rp
On en déduit Rg = E {RG }Bg‘o}, Rq est donc Bys-mesurable. De méme, Rp
est By-mesurable, puis |B;| = % ‘RG + ei(“*G)RD‘ est aussi By,-mesurable. O

Corollaire 3.3 Si pour tout n > 0 on note 7T, la tribu engendrée par les va-
riables

déf
(I)Z = arg (B(k—l—l)/Q" - Bk/Qn) (O < k < 2" — 1),
alors pour tout n >0 on a
+00
v\ An=A

m=n

Preuve — Il suffit d’établir le résultat pour n = 0. En effet, on remarque les
égalités suivantes

A G~ HA) v D YA,
To1 = G NT,) VD T,
+oo +o0 +o0
et/ An = G—1<\/ Am>vD—1<\/ Am>.
m=n-+1 m=n m=n

Une récurrence immédiate prouvera alors la propriété pour tout entier n > 0.
Posons
7 +m
A v\ Ay = TV B
m=0
Comme R = |Bj| est By-mesurable, pour tout W € I'*, Ry est aussi Boo-
mesurable. Clairement, B; = Rexp(i®)) est A’-mesurable. Puis, connaissant
By =0, Rg, Rp, © et By, on en déduit aisément la valeur de By /s, qui est donc

lui aussi A’-mesurable. De cette fagon, on montre par récurrence sur n que pour
tout k € {0,...,2"}, Byon est A'-mesurable; d'ou A" = A. |
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3.2 Construction d’une mesure o sur [0, 7|

Rappelons que des réels ai,...,q, sont dits rationnellement indépendants
si toute combinaison linéaire de la forme 22:1 ngag (ou les ny sont entiers) ne
peut étre multiple de 27 que si les ny sont tous nuls.

La premiére étape de la construction consiste & choisir deux réels af et o}
dans ]0, 7[, rationnellement indépendants. On détermine ensuite un réel §; > 0,
assez petit pour que les intervalles ouverts I& et I}, centrés respectivement en
ag et al et de diametre 0; soient disjoints.

A la n-ieme étape, on a ainsi obtenu 2" intervalles ouverts deux a deux
disjoints I{}, ..., I3 _, centrés respectivement en ag, ..., a5, _;, et de diametre
6p > 0. A la (n + 1)-ieme étape, on choisit dans chaque intervalle I}’ deux
réels aglj Lot a;‘,j Jil, de sorte a ce que ag”rl, . ,0437;11,1 soient rationnellement
indépendants. (C’est toujours possible, car pour tout entier p > 1, 'ensemble
des p-uplets (a1, ...,qa;) €]0,7[P constitués de réels non rationnellement indé-
pendants est de mesure de Lebesgue nulle.) On choisit ensuite un réel 0,41 > 0,
assez petit pour que les intervalles ouverts Ig‘“, e ,I;Ztll,l, centrés respecti-
vement en ozgﬂ, e ,ag;;ll_l et de diametre d,,41 soient deux a deux disjoints,
et de sorte & ce que pour tout k € {0,...,2" — 1}, I;‘k“ U I;‘kt_ll C I} (voir la
figure 4 page 40). Pour tout entier n > 1, on note o, la probabilité sur [0, 7|
définie par

Vke€{0,...,2" =1}, o,({a}}) =27",
et on pose T}, L v, On appelle enfin o I'unique mesure de probabilité sur
[0, 7] qui vérifie

Vn>1, Vke{0,...,2" —1}, o(I})=2"

Il est clair que si, a chaque étape n, on choisit ¢,, suffisamment petit, alors o est
singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue. Par ailleurs, o est diffuse, et
donc d’apres le théoreme 1.2, (2, A, u, T,;) est un systeme dynamique gaussien
réel d’entropie nulle. La suite est consacrée a la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 3.4 Si, a chaque étape n, on choisit §, assez petit, alors T, est
lachement Bernoulli.

3.3 Lache-Bernoullicité de T,

SiP=A{P,, uelU} et Q={Qu, u € U} sont deux partitions finies de €,
on définit une distance entre P et Q par

P-0 € 3 u(P.AQL).

uel

Fixons-nous une suite strictement décroissante (¢;),>1 de réels tendant vers 0.
Fixons aussi une famille dénombrable (B),),>1 de parties de €2, qui engendre la
tribu A. Pour tout p > 1, notons P(Bjy, ..., Bp) la partition finie de {2 engendrée
par Bi,...,B,. On va construire par récurrence une suite (n,),>1 d’entiers,
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strictement croissante. Posons pour commencer n; = 1; puis, connaissant n,
on choisit n,41 assez grand pour que, si on note

déf roeLTd
G = T,V \/ A,

n=np

on puisse trouver une partition finie Q,, G,-mesurable, vérifiant

1
P(BL,....By) = @l < Jep.

L’existence de np11 est assurée grace au corollaire 3.3. Rappelons alors que
pour tout p > 1, G, est engendrée par les variables <I>Zp 0 <k <2™W —1)
et O (W € T™ U .- UTI™+1~1), Remarquons que pour tout n > 0 et tout
W € I'"™, on peut trouver un k € {0,...,2"—1} tel que Oy = @;‘:jl—Q%jl [27].
G, est donc engendrée par les variables @7 (0 < k < 2% — 1) et

AR < o1 — P (p+1<n<mpy, 0<k<2 ! 1),

toutes ces variables étant uniformément distribuées dans le tore T = R/27Z,
que l'on peut toujours identifier a l'intervalle [0, 27

Pour tout entier 7 > 1 et toute variable aléatoire ® uniformément distribuée
sur [0, 27|, on considre la partition de Q

P@,r) ¥ (P(®,r),...,P (D7)},
ot Pu(®,r) ¥ (@e{z(lﬁ%)”%%[)

omme es -mesurable, il est facile de voir que si 'on choisit un entier r
C , est G,-mesurable, il est facile d P’on choisit tier 7,
assez grand, alors on peut trouver une partition Q; moins fine que la partition

2"p —1
P, N P@Em) v\ PAL),
k=0 np+l<n<ngiq
0<k<2n—1l_1

et qui vérifie
1
§€p .

Les partitions P,, p > 1 étant ainsi définies, on va établir le résultat suivant.

9,9 <

Proposition 3.5 Siles d,, sont choisis assez petits, alors pour tout entier p > 1
on peut trouver un entier l, > 1/, et un ensemble M, de mesure (M) < &,
en dehors duquel on a pour tous w et w’

F(WIE (@, T0, Py), Wi (&, T5,Py)) < 2 (18)

Par construction, toute partition finie P de €} peut étre approchée arbi-
trairement bien par une partition P’ moins fine que P, pour p assez grand.

o6



On déduit donc facilement de la proposition précédente que T, est lachement
Bernoulli si les §,, sont assez petits.

On va montrer le résultat annoncé pour p = 1, le méme raisonnement pou-
vant s’appliquer par la suite a tous les entiers p. Pour tout réel n > 0, posons

def2\/—+277

Choisissons 1 > 0 assez petit pour que f271(n;) < % 1, et posons, pour tout
ne{2,...,n2}, nn = f" Y(1m). Notons

Rl (Ef 'P((I)(l),’f'l)\/lp(q)%,rl),
2n—1-1
et R, ¥ \/ P(AL, 1) (2 <n < ng).
k=0

L’action de la transformation 73 sur la tribu 77 est celle d’une rotation irration-
nelle d’angle (ag, a}) sur le tore T?2. Or, une rotation irrationnelle est toujours
lachement Bernoulli. Comme la partition Rq est 7;-mesurable, on peut trouver
un entier hy assez grand, et un ensemble F; de mesure pu(E7) < ny, en dehors

duquel on a pour tous w et w’
F(WIE @, 1, Ry, WIE (&, T, RY)) <

Formulons maintenant I’hypothese de récurrence suivante, pour 1 < n < no.

(Hn) —On peut trouver un entier h, arbitrairement grand, et un ensemble E,
de mesure u(Ey) < np, en dehors duquel pour tous w et w' on a

F(W]™ (W, Ty, Ra V- VR, WIE™ (W, Ty, Ry V-~ VR, ) < 1o
0 0

Soit n € {1,...,n2 — 1} tel que (H,,) soit vérifiée. On va montrer que si Jy,
est choisi assez petit, alors (H,,+1) est aussi vérifiée. Définissons I’événement

Do € (W0 (@, T, Ry Voo VRy) # WG (W, T, Ry Voo VR,))

Grace au lemme 1.3, si on choisit d,, assez petit, on a p(Dp41) < 7,. Posons
v Tj;jﬁl L’action de U sur la tribu 7,41 est celle d'une rotation irrationnelle

+1 .
sur le tore T2""" . Comme R,,+1 est 7, 1-mesurable, on peut trouver un entier
Mpy1 assez grand, et un ensemble E}  ; de mesure pu(E} ;) < 1, en dehors
duquel on a pour tous w et w’

(W’nthl (w U Rn+1) W‘mn+1 ((A)/7U7Rn+1)) S Mn - (19)

Définissons pour w € 2

Mp4+1—1

Z 1g,up, (W)

w
g( ) Mn+1
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On a / gdu = p(En, U D, + 1) < 2n,, et donc
Q

M(9> \/ﬁ) < V2.

Posons maintenant o E, 1 U (9> v2n,) : on a bien pu(Epi1) < Npy1.

n
vV 21,

Fixons w et w’ en dehors de E,, 41 ; alors, de (19) et des inégalités g(w) <
g(w) < /21y, on déduit 'existence d'un entier r > (1 — 0, + 2¢/21,,) M1, et
de 2r entiers

e <k < mpgq —1

ky
k <K < mpy — 1,

0 <
et 0 <

IA N

tels que pour tout s € {1,...,7}

- Rupr (URw) = Ry (UMW),

— Uhsw ¢ E, U Dy,

- UkWw' ¢ B, UD,,.
Remarquons maintenant que les variables AZH sont invariantes par T,. En
conséquence, on a aussi pour tout entier [ € {0,...,h, — 1}

Rus1 (TAURw) = Ry (TLURW)
mais comme UFsw et UKW’ sont en dehors de Dy 41, on obtient
Rt (ThURw) = R (Th UMW)
En utilisant en plus le fait que U*sw et U k' ne sont pas dans F,,, on peut en
déduire
7 (W|0" (U’%, Ty, Ro VoV Rn+1), [l (U"“sw’, T, Ry VoV Rn+))
< e

On en conclut aisément que pour tous w et w’ dans Q\ E,, 11, on a

T n+1hn n+1hn
7 (W|§L (o Ty, R VoV Ry ), W (W Ty Ry V- an+1))
< 20n +2V20, = Npga.

/o . déf
On vérifie donc bien (Hy,,41) avec hyi1 = Myi1h.
On a ainsi prouvé par récurrence que si l'on choisit les §,, assez petits, (H,,)
. déf
est vraie pour tout n € {1,...,n2}. Posons alors I; = h,, ; comme m,, peut
étre choisi arbitrairement grand, on peut s’arranger pour que [; > 1/e;. Il suffit
maintenant de prendre d,, assez petit pour avoir

1

l l

(WIS @, T, P2) # WIS (@, 15, P)) < gen,

(toujours grace au lemme 1.3), et la proposition 3.5 est établie pour p = 1. Le
méme raisonnement étant valable pour tout entier p, on peut ainsi obtenir une

transformation T, lachement Bernoulli. m]
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3.4 Obtention d’un gaussien-Kronecker

Une partie K du tore T est appelée ensemble de Kronecker si toute fonction
continue ¢ : K — T est limite uniforme sur K d’une suite (¢,) de fonctions

de la forme
) K —T
(pp ) t— jp t [27['],

ou les j, sont entiers.

On appelle systeme gaussien-Kronecker un systeme dynamique gaussien réel
dont la mesure spectrale vy est diffuse et concentrée sur K U (—K), ou K est un
ensemble de Kronecker dans [0,7]. Un ensemble de Kronecker étant toujours
de mesure de Lebesgue nulle, les systemes gaussiens-Kronecker sont toujours
d’entropie nulle (et ergodiques, car leur mesure spectrale est diffuse) ; mais ils
possedent aussi quelques propriétés moins habituelles :

— ils ont spectre simple LP pour tout p > 1 (voir [1] et [5]),

— ils vérifient le Weak Closure Theorem (voir [11]), i.e. toute transformation

S préservant p et commutant avec 1" est limite faible de puissances de T :
on peut trouver une suite d’entiers (j,) telle que pour tout A € A,

p(S71AAT TP A) —— 0.
p—+o0

Curieusement, ces deux propriétés sont partagées par les systemes de rang
un (voir [4] et [6]). De plus, les gaussiens-Kronecker ont en commun avec les
systémes a spectre discret (qui sont de rang un) la propriété de stabilité spec-
trale : tout systeme qui est spectralement isomorphe a un gaussien-Kronecker
lui est en fait métriquement isomorphe ([1] et [2]). Il est alors bien naturel de
se demander si il existe un gaussien-Kronecker qui soit de rang un. S. Ferenczi
([4]) a répondu affirmativement a cette question, mais malheureusement un
argument crucial manque dans sa démonstration.

L’exhibition d’un gaussien-Kronecker de rang un aurait quelques conséquen-
ces intéressantes : on aurait ainsi trouvé un systeme de rang un infiniment
divisible ; de plus, M. Lemanczyk et S. Ferenczi s’appuient sur I'existence d’un
tel systéme pour prouver que le rang n’est pas un invariant spectral ([4]).

Il se trouve que la transformation T, construite ici pourrait étre un bon
candidat au poste de gaussien-Kronecker de rang un. En effet, on peut voir dans
[1] que le support S = ,,>1 Up<p<on_1 I} de o est un ensemble de Kronecker si
les d,, sont assez petits. On peut donc s’arranger pour que 7, soit un gaussien-
Kronecker lachement Bernoulli. Peut-on ainsi obtenir un systéme gaussien de
rang un?

Terminons enfin par une derniere question, qui se pose inévitablement a
la suite des deux constructions exposées ici : pour quelle mesure spectrale un
systeme dynamique gaussien d’entropie nulle est-il lachement Bernoulli ?
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F1G. 4 — Dans l'intervalle I}} (seconde construction)
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Abstract

The first chapter of this thesis proves that the entropy of a gaussian dyna-
mical system is zero or infinite, according as its spectral measure is singular or
not with respect to the Lebesgue measure. This result is extended to the case
of a multidimensional action.

In the second chapter, we develop a new model for gaussian systems, which
are viewed as a transformation of the plane brownian path. This transformation
can be inserted in a flow, for which we calculate a mean motion.

This model is used in the third chapter to construct two gaussian systems
of zero entropy which are not Kakutani-equivalent : one of them is not loo-
sely Bernoulli, whereas the other one (a gaussian-Kronecker system) is loosely
Bernoulli. For this, we also need to show a property of the plane brownian mo-
tion : the whole path can be recovered knowing only some angles formed by the
trajectory.

Keywords : stationary gaussian process, plane brownian motion, entropy,
mean motion, loose-Bernoullicity, gaussian-Kronecker.

Résumé

Le premier chapitre de cette these établit que ’entropie d’un systeme dyna-
mique gaussien est soit nulle, soit infinie, suivant respectivement que sa mesure
spectrale est singuliere ou non par rapport a la mesure de Lebesgue. Ce résultat
est étendu au cas d’une action multidimensionnelle.

Dans le second chapitre, on développe un nouveau modele pour les systemes
gaussiens, qui sont vus comme une transformation de la trajectoire brownienne
plane. Cette transformation peut étre insérée dans un flot, pour lequel on calcule
un mouvement moyen.

Ce modele est utilisé dans le troisieme chapitre pour construire deux systeémes
gaussiens d’entropie nulle non équivalents au sens de Kakutani : I'un n’est
pas lachement Bernoulli, alors que 'autre, qui est un gaussien- Kronecker, est
lachement Bernoulli. Pour cela, on a aussi besoin de montrer une propriété du
mouvement brownien plan : certains angles formés par les accroissements du
brownien suffisent pour reconstituer toute la trajectoire.

Mots clés : processus gaussien stationnaire, mouvement brownien plan,
entropie, mouvement moyen, lache-Bernoullicité, gaussien-Kronecker.



