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Rang des Syst�emes Dynamiques GaussiensThierry de la RueAnalyse et Mod�eles Stochastiques { URA CNRS 1378Universit�e de Rouen { Math�ematiquesSite ColbertF76821 Mont-Saint-Aignan Cedexe-mail : delarue@univ-rouen.frAbstractAlthough some Gaussian dynamical systems, called \Gaussian-Kronecker", share with rank one systems some unusual properties, weshow in this work that a Gaussian dynamical system is never of �niterank. In fact, such a system can't even be of local rank one.R�esum�eBien que certains syst�emes dynamiques gaussiens, appel�es \gaussiens-Kronecker", partagent avec les syst�emes de rang un des propri�et�es inha-bituelles, on montre dans ce travail qu'un syst�eme dynamique gaussienn'est jamais de rang �ni. En fait, un tel syst�eme ne peut même pasêtre de rang un local.1 IntroductionLes syst�emes dynamiques �etudi�es ici sont de la forme (
;A ; �; T ), o�u Test une transformationmesurable inversible de l'espace de Lebesgue (
;A ; �).1.1 Tours de Rokhlin, rang un et apparent�esSi P = fPu; u 2 U g est une partition �nie de 
 en ensembles mesu-rables, on d�e�nit pour tout ! 2 
 et tout couple d'entiers (i; j) avec i < jle mot de longueur j � i sur l'alphabet UW jji (!; T;P) d�ef= uiui+1 : : : uj�1;o�u pour tout k, T k! 2 Puk .Si W = u1 : : :ul et W 0 = u10 : : :ul0 sont deux mots de même longueur lsur l'alphabet U , la distance d entre W et W 0 est d�e�nie pard �W;W 0� d�ef= 1l # �j 2 f1; : : : ; lg � uj 6= uj 0	 :Une tour de Rokhlin est un couple T = (h; F ), o�u h � 1 est un entier etF 2 A est tel que F; TF; : : : ; T h�1F soient deux �a deux disjoints. h est la1



hauteur de la tour, et F sa base. Chaque T kF (0 � k � h� 1) est un �etagede T . On d�esignera parfois abusivement par le même symbole T la r�eunionde tous les �etages de la tour. La mesure de la tour est donc �(T ) = h�(F ).Pour " > 0, on dira que la tour de Rokhlin (h; F ) est "-�ne pour lapartition P si pour tous ! et !0 dans F , on ad �W jh0 (!; T;P); W jh0 (!0; T;P)� � ":Le syst�eme dynamique (
;A ; �; T ) est dit de rang un si pour toutepartition �nie P de 
 et tout " > 0, on peut trouver une tour de RokhlinT , "-�ne pour P, et de mesure �(T ) � 1� ".En g�en�eral, on dit que le rang du syst�eme est au plus r si pour toutepartition �nie P et tout " > 0, il existe r tours de Rokhlin T1; : : : ;Tr "-�nespour P, deux �a deux disjointes et telles querXj=1�(Tj) � 1� ":Bien sûr, le syst�eme est dit de rang r s'il est de rang au plus r et non derang au plus r � 1.En�n, le syst�eme est dit de rang un local s'il existe � 2]0; 1[ tel que, pourtoute partition �nie P et tout " > 0, il existe une tour de Rokhlin "-�nepour P et de mesure sup�erieure ou �egale �a � .Les implications suivantes sont des cons�equences directes des d�e�nitions :rang un =) rang �ni =) rang un local:1.2 Des partitions �nies aux processus complexesSoit Y = (Yp)p2Zun processus complexe d�e�ni sur 
, avec Y0 2 L2(�)et pour tout p 2Z, Yp = Y0 �T p. Pour tout couple d'entiers (i; j) avec i < j,on d�e�nit le processus �a valeurs dans C j�iY jji d�ef= (Yi; Yi+1; : : : ; Yj�1):Sauf indication contraire, pour tout entier p � 1, la norme d'un vecteury = (y1; : : : ; yp) de C p sera toujours calcul�ee comme suit :kyk d�ef= vuut1p pXj=1 jyj j2:Une tour de Rokhlin T = (h; F ) sera dite "-�ne pour Y si pour tous ! et!0 dans F , on a Y jh0 (!)� Y jh0 (!0) � ":On v�eri�e facilement que si (
;A ; �; T ) est de rang un, pour tout " > 0on peut trouver une tour de Rokhlin "-�ne pour Y et de mesure au moins�egale �a 1�". R�eciproquement, s'il existe des tours de Rokhlin arbitrairement�nes pour Y , et de mesure arbitrairement proche de 1, alors le facteur de(
;A ; �; T ) engendr�e par Y est de rang un.Le soin est laiss�e au lecteur d'�enoncer l'analogue de ces remarques dansle cas du rang �ni et du rang un local.2



1.3 Quelques propri�et�es remarquables des syst�emes de rangunLes syst�emes de rang un sont toujours ergodiques et d'entropie nulle ; eng�en�eral, comme le montre J.L. King dans [8], un syst�eme de rang r poss�edeau plus r composantes ergodiques, et pour que h(T ) = 0, il su�t d'apr�es [2]que T soit ergodique et de rang un local.Plus inhabituel, les syst�emes de rang un ont spectre simple Lp pourtout p 2 [1;+1[ : il existe f 2 Lp tel que le sous-espace engendr�e par lesf � T p; p 2 Z, soit dense dans Lp (voir [3]). Ils v�eri�ent aussi le \WeakClosure Theorem", d�emontr�e par J.L. King dans [7] : toute transformationS de 
 pr�eservant � et commutant avec T est une limite faible de puissancesde T .En�n, autre propri�et�e qui s'�etend aux syst�emes ergodiques et de rang unlocal ([2]), les syst�emes de rang un sont lâchement Bernoulli (dans le cas del'entropie nulle, cela signi�e qu'ils sont �equivalents au sens de Kakutani auxrotations irrationnelles).1.4 Les syst�emes dynamiques gaussiensLe syst�eme (
;A ; �; T ) est appel�e syst�eme dynamique gaussien lorsqu'ilexiste un processus gaussien r�eel centr�e X = (Xp)p2Zengendrant A , avec,pour tout entier p, Xp = X0 � T p. Rappelons que la loi d'un tel processus,dont d�ecoulent toutes les propri�et�es du syst�eme dynamique qu'il engendre,est d�etermin�ee par la donn�ee de ses covariances ; celles-ci peuvent toujourss'�ecrire sous la formeE [XpXq] = Z[��;�] ei(q�p)t d(t);o�u  est une mesure �nie sym�etrique sur [��; �] appel�ee mesure spectraledu syst�eme.Un cas particuli�erement int�eressant est celui o�u la mesure spectrale est di�use, et concentr�ee sur K [ (�K), o�u K est un ensemble de Krone-cker dans [0; �]. (Pour la d�e�nition d'un ensemble de Kronecker, qui a peud'importance ici, et la construction de telles mesures spectrales, on peutpar exemple consulter [1].) Un tel syst�eme dynamique gaussien sera appel�eun gaussien-Kronecker. Ces syst�emes partagent avec les syst�emes de rang unles quatre premi�eres propri�et�es �enonc�ees en 1.3 : l'ergodicit�e, car leur mesurespectrale est di�use, l'entropie nulle, car un ensemble de Kronecker est tou-jours de mesure de Lebesgue nulle, le spectre simple Lp pour 1 � p < +1 etle \Weak-Closure Theorem" (voir [1], [11], [6] et [14]). De plus, on construitdans [13] un gaussien-Kronecker qui est lâchement Bernoulli, la question desavoir si tous le sont restant ouverte �a ce jour. En�n, les gaussiens-Kroneckerpartagent avec les syst�emes �a spectre discret, qui sont de rang un, une �eton-nante propri�et�e de stabilit�e spectrale d�emontr�ee dans [5] : d�es qu'un syst�emeest spectralement isomorphe �a un gaussien-Kronecker, il lui est m�etrique-ment isomorphe. 3



Devant tant de points communs, une question bien naturelle consiste �ase demander s'il existe des gaussiens-Kronecker de rang un. S. Ferenczi ([3])a cru construire un tel syst�eme, de l'existence duquel il d�eduit notammentavec M. Lemanczyk que le rang n'est pas un invariant spectral ([4]). Mal-heureusement, une erreur dans son travail fait que l'existence d'un syst�emedynamique gaussien de rang un est rest�ee jusqu'�a maintenant une questionouverte. Le but principal de cet article est de r�epondre n�egativement �a cettequestion, en d�emontrant le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 1.1 Un syst�eme dynamique gaussien n'est jamais de rang unlocal.Une cons�equence directe de ce th�eor�eme est bien sûr que le rang d'unsyst�eme dynamique gaussien est toujours in�ni.1.5 Ergodicit�e et rang un local pour les syst�emes gaussiensOn va montrer tout d'abord que s'il existait un syst�eme gaussien derang un local, alors celui-ci serait ergodique, c'est-�a-dire �a mesure spectraledi�use. En e�et, notons  la mesure spectrale du processus X = (Xp)p2Zengendrant le syst�eme dynamique gaussien (
;A ; �; T ), et supposons qu'ilexiste � 2 [��; �] tel que (f�g) > 0. Alors il existe dans le sous-espacegaussien complexe de L2(�) engendr�e par X une variable al�eatoire Y 6= 0,de moyenne nulle, telle que Y � T = ei�Y: (1)Consid�erons le processus R = (Rp)p2Zd�e�ni par8p 2Z; Rp d�ef= jY j � T p:D'apr�es (1), on a pour tout entier p, Rp = R0 = jY j �-presque sûrement. Sion suppose le syst�eme de rang un local, on peut alors trouver des tours deRokhlin arbitrairement �nes pour R, dont la mesure est toujours sup�erieure�a un r�eel � donn�e dans ]0; 1[. On en d�eduit facilement que pour tout " > 0,il existe un r�eel positif r" tel que�����jY j � r"��� � "� � � � ";ce qui est clairement impossible dans le cas o�u Y est une variable gaussiennecentr�ee de variance non nulle.1.6 Syst�eme gaussien et mouvement brownienOn utilisera dans la suite la repr�esentation d'un syst�eme dynamiquegaussien comme une transformation g�eom�etrique de la trajectoire brow-nienne complexe, d�evelopp�ee dans [12]. Rappelons rapidement quelques r�e-sultats concernant cette repr�esentation.4



On note (
0;A0; �0) l'espace canonique du mouvement brownien com-plexe issu de 0, sur l'intervalle de temps [0,1] :{ 
0 est l'espace des applications continues de [0,1] dans C , qui s'annu-lent en t = 0,{ la probabilit�e �0 est la mesure de Wiener sur 
,{ A0 est la tribu bor�elienne de 
0, compl�et�ee pour �0.Pour ! 2 
0 et 0 � t � 1, on note Bt(!) la position de la trajectoire ! �al'instant t.Si � est une mesure de probabilit�e sur [0; �] concentr�ee en un nombre�ni de points �1 < � � � < �p, de masses respectives m1; : : : ; mp, on d�e�nitune transformation T� de 
0, pr�eservant la mesure �0, de la fa�con suivante :posons, pour tout k 2 f1; : : : ; pg; tk d�ef= Pkj=1mj et t0 d�ef= 0 ; on d�ecoupe latrajectoire ! en pmorceaux, correspondant aux intervalles de temps [tk�1; tk](1 � k � p), puis on e�ectue une rotation de l'angle �k sur le k-i�eme mor-ceau. T� ! est la trajectoire obtenue en recollant bout �a bout les nouveauxmorceaux. On a ainsi, pour t 2 [tj ; tj+1],Bt � T� = jXk=1 ei�k �Btk �Btk�1�+ ei�j+1 �Bt �Btj� : (2)Si � est maintenant une mesure de probabilit�e di�use sur [0; �], on peutd�e�nir T� comme la limite d'une suite transformations T�n , o�u les mesures�n sont concentr�ees en un nombre �ni de points et convergent su�sammentbien vers �. Pour tout t 2 [0; 1] et tout p 2Z, on aBt � T p� = Z t0 eip (s) dBs; (3)o�u  (s) d�ef= inf fx 2 [0; �] /� ([0; x]) � sg :Le syst�eme (
0;A0; �0; T�) obtenu est alors un syst�eme dynamique gaussiende mesure spectrale , o�u  est la mesure de probabilit�e sym�etrique sur[��; �] d�e�nie par(A) d�ef= 12���A \ [0; �]�+ ���A \ [0; �]��; (4)le processus gaussien r�eel sous-jacent �etant donn�e par X0 d�ef= <e (B1).Tout syst�eme dynamique gaussien ergodique pouvant être repr�esent�e decette mani�ere, on supposera dor�enavant que le syst�eme gaussien (
;A ; �; T )est (
0;A0; �0; T�) pour une certaine mesure de probabilit�e � di�use sur[0; �]. 5



2 Le rang un �a tours platesRappelons que le syst�eme dynamique (
;A ; �; T ) est dit rigide lorsqu'ilexiste une suite (pn)n2Nd'entiers tendant vers +1 telle que T pn ����!n!+1 Id
,i.e. 8A 2 A ; � �T�pnA�A� ����!n!+1 0:Une propri�et�e, plus forte que le rang un, lie la rigidit�e de T aux hauteurs destours de Rokhlin de la d�e�nition du rang : le syst�eme dynamique (
;A ; �; T )est dit de rang un �a tours plates si, pour toute partition �nie P de 
 ettoute suite ("n)n2Nde r�eels strictement positifs d�ecroissant vers 0, on peuttrouver une suite (Tn)n2N= �(hn; Fn)�n2Nde tours de Rokhlin telle quei. la tour Tn est "n-�ne pour P,ii. T hn ����!n!+1 Id
,iii. �(Tn) � 1� "n.La question de savoir si un syst�eme dynamique gaussien peut être de rangun �a tours plates se pose naturellement, car toute rotation irrationnelle pos-s�ede cette propri�et�e. Or, la transformation T� de la trajectoire browniennepeut justement être obtenue comme une limite de rotations irrationnelles surdes �bres. De plus, lorsque S. Ferenczi a cru prouver qu'un certain gaussien-Kronecker �etait de rang un, il montrait en même temps que celui-ci �etait derang un �a tours plates. Pourtant, on va montrer le r�esultat suivant.Th�eor�eme 2.1 Un syst�eme dynamique gaussien n'est jamais de rang un �atours plates.Preuve| On va supposer que la probabilit�e � est telle que le syst�eme(
;A ; �; T ) soit de rang un �a tours plates, et en d�eduire une contradiction.On notera dor�enavant Z0 d�ef= B1, et pour tout p 2 Z, Zp d�ef= Z0 � T p.Puisque T est de rang un �a tours plates, on peut trouver une suite (Tn)n2N=�(hn; Fn)�n2Nde tours de Rokhlin telle quei. la tour Tn est 1n -�ne pour le processus Z = (Zp)p2Z,ii. T hn ����!n!+1 Id
,iii. �(Tn) � 1� 1=n.Consid�erons le processus gaussien r�eel X = (Xp)p2Zd�ef= (<e Zp)p2Z. Samesure spectrale est la probabilit�e  d�e�nie par (4). On a doncE [X0Xhn ] = Z[0;�] cos(hnt) d�(t) ����!n!+1 E hX20i = 1:6



On en d�eduit que pour tout " > 0��ft 2 [0; �] / coshnt < 1� "g� ����!n!+1 0 : (5)Pour (k; n) 2Z� N, d�e�nissons l'intervalleJnk d�ef= �2k�hn � 1hn2n ; 2k�hn + 1hn2n � :Quitte �a passer �a une sous-suite, on peut supposer d'apr�es (5)8n 2 N; �0@[hn=2][k=0 Jnk1A � 1� 2�n;d'o�u, en posant pn d�ef= [hn=2],�0@[n�2 pn[k=0 Jnk !c1A � 12 :En�n, quitte �a remplacer � par une probabilit�e absolument continue parrapport �a �, ce qui revient �a consid�erer un facteur gaussien de (
;A ; �; T )qui conserve les mêmes propri�et�es de rang un et de rigidit�e (donc qui restede rang un �a tours plates), on peut supposer que � est concentr�ee surTn�2Spnk=0 Jnk . On est alors naturellement amen�e �a approcher � par la pro-babilit�e atomique �n d�e�nie pour n � 2 par8k 2 f0; : : : ; png; �n ��2k�hn �� d�ef= � (Jnk ) :On note d�esormais pour tout n � 2, Tn d�ef= T�n , et on pose pour s 2 [0; 1] (s) d�ef= inf fx 2 [0; �] /� ([0; x]) � sget  n(s) d�ef= inf fx 2 [0; �] /�n ([0; x]) � sg :On a pour tout p 2Z B1 � T p = Z 10 eip (s) dBs;et B1 � T pn = Z 10 eip n(s) dBs:Consid�erons maintenant, pour 0 � p � 2hn � 1, la variable al�eatoireDnp d�ef= B1 � T p � B1 � T pn = Z 10 �eip (s) � eip n(s)� dBs:Pour tout s 2 [0; 1], on a j (s)�  n(s)j � 1hn2n ;7



ce qui permet de majorer la variance de DnpE ����Dnp ���2� = 2 Z 10 ���eip (s) � eip n(s)���2 ds� 2� phn2n�2� 822n :On peut alors approcher Z = (Zp)p2Zpar Z n = (Znp )p2Zd�ef= (B1 � T pn)p2Z.En e�et, posons pour n � 2Mn d�ef= 12hn 2hn�1Xp=0 ���Dnp ���2 = Z j2hn0 � Z nj2hn0 2 :On a d'apr�es l'in�egalit�e pr�ec�edenteE [Mn] � 822n ;et donc ��Z j2hn0 � Z nj2hn0 2 � 12n� � 82n : (6)Soit maintenant !n 2 Fn, et posons vn d�ef= Z jhn0 (!n) 2 C hn . Avec probabilit�esup�erieure ou �egale �a 1� 1=n, il existe j 2 f0; : : : ; hn� 1g tel que T j! 2 Fn,et donc Z jj+hnj (!)� vn � 1n: (7)On d�eduit facilement de (6) et (7) que, pour tout " > 0 et pour n assezgrand, �0@hn�1[j=0 �Z njj+hnj � vn � "�1A � 1� ": (8)Fixons " > 0. On prend l'entier n assez grand pour que (8) soit r�ealis�e, etpour être assur�e grâce �a (6) de pouvoir choisir !n dans Fn de telle sorte queZ njhn0 (!n)� Z jhn0 (!n) = Z njhn0 (!n)� vn � ":Pour k 2 f0; : : : ; png, on pose �nk d�ef= 2k�hn et mnk d�ef= �n(f�nkg). D�e�nissonsaussi Rnk d�ef= Bmn0+���+mnk �Bmn0+���+mnk�1 (k � 1); et Rn0 d�ef= Bmn0 :Pour tout p 2Z, on a par d�e�nition de la transformation TnZnp = B1 � T pn = pnXk=0Rnkeip�nk ;8



d'o�u, pour tout ! 2 
,Z njhn0 (!)� Z njhn0 (!n)2= 1hn hn�1Xp=0 ���Znp (!)� Znp (!n)���2= 1hn hn�1Xp=0 ����� pnXk=0 eip�nk�Rnk (!)� Rnk(!n)������2= 1hn hn�1Xp=0  pnXk=0 eip�nk�Rnk (!)� Rnk(!n)�!0@ pnXj=0 e�ip�nj �Rnj (!)�Rnj (!n)�1A= pnXk=0 jRnk(!)�Rnk (!n)j2+ Xk 6=j�Rnk(!)� Rnk(!n)��Rnj (!)� Rnj (!n)�0@ 1hn hn�1Xp=0 eip(�nk��nj )1A= pnXk=0 jRnk(!)�Rnk (!n)j2 ; car eihn(�nk��nj ) = 1:On a donc, d�es que Z njhn0 (!)� vn � ",pnXk=0 jRnk(!)�Rnk(!n)j2 � 4 "2;d'o�u pnXk=0���jRnk (!)j � jRnk(!n)j���2 � 4 "2: (9)Mais comme jRnk j est invariant par Tn, l'in�egalit�e (9) a lieu d�es qu'il existe unentier j tel que Z njj+hnj � vn � ", donc avec une probabilit�e sup�erieureou �egale �a 1 � " d'apr�es (8). Il existe donc une partie A de 
, de mesure�(A) � ", et des r�eels cnk d�ef= jRnk(!n)j (0 � k � pn) tels que, en dehors de Aon ait pnXk=0�jRnk j � cnk�2 � 4 "2: (10)On en d�eduitE " pnXk=0�jRnk j � cnk�2# � 4 "2 + E " 11A pnXk=0�jRnk j � cnk�2#� 4 "2 + k 11AkL2(�)0@ pnXk=0 jRnk j2L2(�) + pnXk=0 (cnk)21A :La mesure � �etant di�use, on asup0�k�pnmnk ����!n!+1 0;9



une propri�et�e classique du mouvement brownien donne alorspnXk=0 jRnk j2 L2(�)������!n!+1 E hB21i = 2:Pourvu que n ait �et�e choisi assez grand, on a donc pnXk=0 jRnk j2L2(�) � 3:Puis, la convergence dans L2 entrâ�nant la convergence en probabilit�e, onpeut aussi supposer � pnXk=0 jRnk j2 > 3! < 1� ";ce qui assure que l'on ait pu prendre !n v�eri�ant aussipnXk=0 jRnk j2 (!n) = pnXk=0 (cnk)2 � 3:Comme k 11AkL2(�) � "1=2, on obtient alorsE " pnXk=0�jRnk j � cnk�2# � 4 "2 + 6 "1=2: (11)Posons maintenant � d�ef= E hjB1j2i� E hjB1ji2:On a � > 0 car jB1j n'est pas constant, et on v�eri�e que pour tout r�eel cE ��jB1j � c�2� � �:Or, pour tout k 2 f0; : : : ; png, Rnk a même loi que pmnkB1, et on a donc envertu de ce qui pr�ec�edeE " pnXk=0�jRnk j � cnk�2# � � �mn0 + � � �+mnpn� = �:En utilisant (11), on en d�eduit� � 4 "2 + 6 "1=2:Comme " peut être choisi arbitrairement petit, on obtient la contradictionannonc�ee.3 Le rang un localCette partie est consacr�ee �a la preuve du th�eor�eme 1.1. Une des princi-pales di�cult�es concernant le rang un local tient dans le probl�eme suivant :comment d�eduire de ce qui se passe sur un ensemble de mesure � 2]0; 1[ unepropri�et�e \globale" de l'espace, c'est �a dire v�eri��ee sur 
 �eventuellementpriv�e d'une partie de faible probabilit�e? L'objet du paragraphe suivant estde fournir un outil permettant de traiter ce probl�eme.10



3.1 Probabilit�es �a densit�e log-concaveUne application f : Rp �! R+ est dite log-concave si pour tous x; y 2 Rpet tout � 2 [0; 1], on a l'in�egalit�ef��x+ (1� �)y� � f(x)�f(y)1�� :Sim est une probabilit�e sur Rp dont la densit�e (sous-entendu par rapport�a la mesure de Lebesgue) est log-concave, un tr�es joli th�eor�eme dû �a Pr�ekopa([10]) dit que si A et B sont deux bor�eliens de Rp et � 2 [0; 1], on a l'in�egalit�em��A + (1� �)B� � m(A)�m(B)1�� ;o�u �A+ (1� �)B d�ef= f�x + (1� �)y / x 2 A et y 2 B g est suppos�e aussimesurable.Lemme 3.1 Soient 0 < � < 1� � < 1. Il existe M =M(�; �) tel que, pourtout entier p � 1, pour toute probabilit�e m �a densit�e log-concave sur Rp,pour tout x 2 Rp et tout r > 0,m�B(x; r)� � � =) m�B(x;Mr)� � 1� �;o�u B(x; r) d�esigne la boule ouverte de centre x et de rayon r pour une normequelconque k�k sur Rp.Preuve| Soit m une probabilit�e �a densit�e log-concave sur Rp, et sup-posons m�B(0; 1)� � � . Posons A d�ef= B(0; 1), et remarquons que pour toutbor�elien B de Rp et tout � 2]0; 1[, �A+(1��)B est ouvert, donc mesurable.Si de plus 12 � � � 34 , on am��A + (1� �)B� � m(A)�m(B)1�� � �3=4m(B)1=2;et donc m(B) � 0@m��A + (1� �)B��3=4 1A2 : (12)D�e�nissons maintenant pour tout entier n � 1Bn d�ef= fy 2 Rp /n � kyk < n+ 1g :Par l'in�egalit�e triangulaire, on montre que�A + (1� �)Bn � Cn;�; (13)o�u Cn;� d�ef= fy 2 Rp / (1� �)n � 1 < kyk < (1� �)n+ 2g :11



Or, on peut trouver �1; : : : ; �[n=12] dans h12 ; 34i tels que les Cn;�i (1 � i �[n=12]) soient deux �a deux disjoints. Commem est une mesure de probabilit�e,il existe au moins un i tel quem (Cn;�i) � 1[n=12] : (14)De (12), (13) et (14), on d�eduitm(Bn) � un d�ef= 1�3=2[n=12]2 :Or, la s�erie de terme g�en�eral un est convergente. Soit M = M(�; �) 2 N telque Xn�M un < �;on a alors m �Sn�M Bn� < �, i.e. m�B(0;M)� � 1� �.Dans le cas o�u m�B(x; r)� � � , on consid�ere la mesure image m0 de mpar y 7�! (y� x)=r, �a laquelle on peut appliquer ce qui pr�ec�ede. On obtientm0�B(0;M)� � 1� �, i.e. m�B(x;Mr)� � 1� �.3.2 Le rang un local �a tours platesLe lemme 3.1 permet d'obtenir un �enonc�e plus fort que le th�eor�eme 2.1.Th�eor�eme 3.2 Soit Y = (Yp)p2Z= (Y0 � T p)p2Zun processus dans L2(�)qui engendre la tribu A , et ("n)n2Nune suite de r�eels strictement positifstendant vers 0. Il ne peut pas exister une suite de tours de Rokhlin (Tn)n2N=�(hn; Fn)�n2Nv�eri�anti. pour tout n 2 N, la tour Tn est "n-�ne pour Y ,ii. T hn ����!n!+1 Id
,iii. � d�ef= infn2N�(Tn) > 0.Preuve| Supposons qu'une telle suite de tours existe. Puisque Y en-gendre A , on peut aussi trouver une suite de tours v�eri�ant des propri�et�essimilaires pour le processus Z introduit dans la preuve du th�eor�eme 2.1. Onreprend alors le même raisonnement, le r�esultat interm�ediaire (8) devenantcette fois :pour tout " > 0 et pour n assez grand,�0@hn�1[j=0 �Z njj+hnj � vn � "�1A � �=2: (8')12



On en d�eduit de même qu'avec probabilit�e sup�erieure ou �egale �a �=2, on apnXk=0�jRnk j � cnk�2 � 4 "2:Or, la loi m de (Rn0 ; : : : ; Rnpn) dans Rpn+1 a pour densit�e par rapport �a lamesure de Lebesguedmdr (r0; : : : ; rpn) = r0 � � �rpnmn0 � � �mnpn 11(r0�0;:::;rpn�0) exp "�12  r20mn0 + � � �+ r2pnmnpn!# :Cette densit�e est log-concave (comme produit de fonctions log-concaves), etle lemme 3.1 permet alors d'�ecrire� pnXk=0�jRnk j � cnk�2 � 4M(�; �=2)"2! � 1� �:Comme " et � peuvent être choisis aussi petits que l'on veut, on aboutit �ala même contradiction.3.3 Quelques lemmesOn n'aura plus besoin maintenant du mouvement brownien, et on ser�ef�erera uniquement au processus gaussien r�eel X = (Xp)p2Zqui engendrele syst�eme dynamique gaussien (
;A ; �; T ). En particulier, on dira qu'unetour de Rokhlin est "-�ne si elle est "-�ne pour X . On utilisera souventdans la suite le lemme qui vient, qui peut être vu comme une cons�equenceimm�ediate du lemme 3.1, mais dont on peut aussi trouver une preuve directe�el�ementaire.Lemme 3.3 Pour tout � 2]0; 1[, il existe une application h� : R�+ �! [0; 1],avec h� (") ����!"!0 1, telle que pour toute variable gaussienne r�eelle Y ,��jY j � "� � � =) ��jY j � p"� � h�("):Ce lemme trouve une premi�ere application dans la preuve du r�esultatsuivant.Lemme 3.4 Soit � 2]0; 1[. Il existe une application s� : R�+ �! R�+, avecs� (") ����!"!0 0, v�eri�ant la propri�et�e suivante :Si T = (h; F ) est une tour de Rokhlin "-�ne de hauteurh � 20, de mesure �(T ) � � , si !0 et !00 sont deux points de F ,k et k0 deux entiers dans f0; : : : ; [h=4]g tels queX jk+[h=4]k (!0)� X jk0+[h=4]k0 (!00) � "; (15)alors X jk+[3h=4]k (!0)� X jk0+[3h=4]k0 (!00) � s� ("):13



Preuve | Notons que l'in�egalit�e h � 20 permet d'�ecrire [h=4] � h=5et [3h=4] � h=2. La tour T �etant "-�ne, on v�eri�e facilement que pour!; !0 2 F et j 2 f0; : : : ; h� 1� [h=4]g,X jj+[h=4]j (!)� X jj+[h=4]j (!0) � p5 ": (16)De même, si 0 � j � h� 1� [3h=4], on aX jj+[3h=4]j (!)� X jj+[3h=4]j (!0) � p2 ": (17)Puis, l'hypoth�ese (15) �etant r�ealis�ee, on obtient en utilisant (16) et l'in�egalit�etriangulaire, pour tout ! 2 FX jk+[h=4]k (!)� X jk0+[h=4]k0 (!0) � �2p5 + 1� " � 6 ":Consid�erons maintenent la variable gaussienne r�eelle Y d�ef= X0 � Xk0�k , etsoit U d�ef= Sk+[h=4]�1j=k T jF . On aZU Y 2d� = k+[h=4]�1Xj=k ZT jF Y 2d�= k+[h=4]�1Xj=k ZF (Xj �Xj+k0�k)2d�= [h=4] ZF X jk+[h=4]k � X jk0+[h=4]k0 2 d�� 36 "2�(U);d'o�u ��U \ �Y 2 � 81 "2�� � 49 �(U);et donc ��jY j � 9 "� � 12 �(U) � �10 :Le lemme 3.3 permet alors d'en d�eduire��jY j � 3 "1=2� � h�=10(9 "): (18)Puis, en utilisant la majoration du moment d'ordre 4 de Y :E hY 4i � 16 E hX40i < +1;on d�eduit de (18) par Cauchy-SchwartzE hY 2i � 9 "+ ZjY j>3 "1=2 Y 2d�� 9 "+ 4qE �X40�q1� h�=10(9 "): (19)14



Posons V d�ef= Sk+[3h=4]�1j=k T jF . Comme �(V ) � �=2, on a1�(F ) ZF X jk+[3h=4]k � X jk0+[3h=4]k0 2 d� = 1�(V ) ZV Y 2d� � 2� E hY 2i :Il existe donc au moins un ! 2 F tel queX jk+[3h=4]k (!)� X jk0+[3h=4]k0 (!) � r2� E [Y 2]:En appliquant deux fois (17) et (19), on obtient alorsX jk+[3h=4]k (!0)� X jk0+[3h=4]k0 (!00) � 2p2 " +r2� E [Y 2] � s� (");avec s� (") d�ef= 2p2 "+s2� �9 "+ 4qE �X40�q1� h�=10(9 ")� ����!"!0 0:Lemme 3.5 Il ne peut pas exister � et � dans ]0; 1[ v�eri�ant la propri�et�esuivante :Pour tout " > 0, on peut trouver une tour de Rokhlin "-�neT = (h; F ), de mesure �(T ) � � , et deux entiers k et l tels quei. 0 � k < k + l � h� 1,ii. l � �h,iii. pour tout ! 2 F , X jk+lk (!)� X jh+lh (!) � ".Preuve| Supposons par l'absurde l'existence de � et � v�eri�ant cettepropri�et�e. Soit ("n)n2Nune suite de r�eels strictement positifs d�ecroissant vers0. Pour tout n, on trouve alors une tour de Rokhlin T = (hn; Fn), "n-�ne,de mesure sup�erieure ou �egale �a � , et des entiers kn et ln tels quei. 0 � kn < kn + ln � hn � 1,ii. ln � �hn ,iii. pour tout ! 2 Fn, X jkn+lnkn (!)� X jhn+lnhn (!) � "n.Posons hn0 d�ef= hn�kn � ln � �hn , et Yn d�ef= X0�Xhn 0 . On d�e�nit aussi Un d�ef=Skn+ln�1j=kn T jFn. Comme dans la preuve du lemme pr�ec�edent, on montre queZUn Y 2n d� � �(Un) "2n;d'o�u l'on d�eduit �(Y 2n � 4 "2n) � 34 �(Un) � 34 ��:15



Puis, par le lemme 3.3, on obtient� �jYnj � p2 "n� � h3��=4(2 "n):Ainsi, E �Y 2n � ����!n!+1 0, i.e. Xhn0 L2(�)������!n!+1 X0. Comme X engendre A ,on en d�eduit T hn 0 ����!n!+1 Id
. Consid�erons alors la tour Tn 0 d�ef= (hn0; Fn) :elle est "n=p�-�ne, et de mesure �(Tn0) � �� . Comme "n=p� ����!n!+1 0, onobtient une contradiction avec le th�eor�eme 3.2.3.4 Des tours de plus en plus hautesLemme 3.6 Il existe des applications' : ]0; 1[�!]0; 1[g : R�+�]0; 1[�! R�+m : ]0; 1[�! R�+avec, pour tout � 2]0; 1[, g("; �) ����!"!0 0, et qui v�eri�ent :Pour toute tour de Rokhlin T = (h; F ) "-�ne, de hauteurh � 48 et de mesure �(T ) � � , il existe une partie F 0 de F , demesure �(F 0) � '(�)�(F ), telle que8!; !0 2 F 0; X j[5h=4]�20 (!)� X j[5h=4]�20 (!0) � g("; �):Si de plus " � m(�), F 0 est la base d'une tour de Rokhlin dehauteur h0 � 9h=8, et qui est 2 g("; �)-�ne.Preuve | Soit T = (h; F ) une tour de Rokhlin "-�ne et de mesuresup�erieure ou �egale �a � . On d�e�nit deux sous-tours de T : D d�ef= ([h=4]; F ) etM d�ef= ([h=4]; T [h=2]F ). Ces deux tours sont de mesure au moins �=5, et sontp5 "-�nes.Soit p = p(�) � 5 assez grand pour que (1� �=5)p < �=10. On consid�erep copies (
i;Ai; �i; Ti) (0 � i � p) du syst�eme (
;A ; �; T ), et on note(~
; ~A ; ~�; ~T) le produit de ces p syst�emes. Pour 1 � i � p, on consid�ere leprocessus gaussien Xi = (Xi;k)k2Zd�e�ni sur 
i, correspondant �a X sur 
.Puis, sur ~
, on d�e�nit ~X = ( ~Xk)k2Zpar~Xk d�ef= 1pp pXi=1Xi;k:On v�eri�e ais�ement que le processus ~X a même loi que X et les Xi. Ainsi, si~F est la sous-tribu de ~A engendr�ee par ~X , le syst�eme dynamique (~
; ~F ; ~�; ~T)est isomorphe �a (
;A ; �; T ). 16



Si A est un objet (partie de 
 ou tour de Rokhlin) d�e�ni sur (
;A ; �; T ),on noteraAi l'objet qui lui correspond dans (
i;Ai; �i; Ti), et ~A dans (~
; ~A ; ~�; ~T).Si Ai 2 Ai, on d�e�nit aussicAi d�ef= 
1 � � � � � 
i�1 � Ai � 
i+1 � � � � � 
p:D'apr�es les hypoth�eses pos�ees sur la tour T , on a~�( ~D) � �=5; et ~� " p[i=1 cMi!c # < �=10;et donc ~� " ~D \  p[i=1 cMi!# � �=10:Notons que ~�( ~D \ cMi) ne d�epend pas de i ; on peut donc en d�eduire~�( ~D \dM1) � �10p :On peut donc trouver un �etage E1 = T k1 F1 de M1 tel que~�( ~D \ cE1) � �10p ~�(cE1) = �10p �1(E1):Puis, il existe (!2; : : : ; !p) 2 
2 � � � � � 
p tel que�1 �n!1 2 E1 . (!1; !2; : : : ; !p) 2 ~D o� � �10p�1(E1) = �10p�1(F1):On pose alors '(�) d�ef= �10p(�) ;et F10 d�ef= T�k1 n!1 2 E1 . (!1; !2; : : : ; !p) 2 ~D o � F1:On a bien �1(F10) � '(�)�1(F1). Soient !1 et !10 dans T k1 F10 ; on aX1j[h=4]0 (!1)� X1j[h=4]0 (!10) � p5 ";d'o�u ~X ���[h=4]0 (!1; !2; : : : ; !p)� ~X ���[h=4]0 (!10; !2; : : : ; !p) � p5pp " � ":Mais comme (!1; !2; : : : ; !p) et (!10; !2; : : : ; !p) sont dans ~D , le lemme 3.4nous donne ~X ���[3h=4]0 (!1; !2; : : : ; !p)� ~X ���[3h=4]0 (!10; !2; : : : ; !p) � s� (");puis X1j[3h=4]0 (!1)� X1j[3h=4]0 (!10) � pp s� ("):17



Si maintenant !1 et !10 sont dans F10, puisque k � [h=2] � h=4, on aX1jk0 (!1)� X1jk0 (!10) � 2 "et X1jk+[3h=4]k (!1)� X1jk+[3h=4]k (!10) � pp s� ("):D'o�u, comme k + [3h=4] � [5h=4]� 2,X1j[5h=4]�20 (!1)� X1j[5h=4]�20 (!10) � g(�; ") (20)avec g(�; ") d�ef= 4 "+ 2pp s� ("):Prouvons maintenant que, �a � �x�e, d�es que " est assez petit, F 0 est labase d'une tour de Rokhlin de hauteur h0 � 9h=8. Si ce n'est pas le cas, onpeut trouver j dans fh; : : : ; [9h=8]g tel queT jF 0 \ F 0 6= ;: (21)Prenons le plus petit j v�eri�ant (21). On dispose alors d'une tour de Rokhlin(j; F 0) dont la hauteur j est au moins h, et de mesure sup�erieure ou �egale �a�'(�). Fixons !0 2 T jF 0 \ F 0. Pour tout ! 2 F 0, on aX j[h=16]0 (!)� X jj+[h=16]j (!) � X j[h=16]0 (!)� X j[h=16]0 (!0)+ X j[h=16]0 (!0)� X jj+[h=16]j (!) :Comme T est "-�ne, le premier terme est major�e par ph=[h=16]". Pour lesecond, remarquons que [5h=4]�2 � [9h=8]+[h=16]� j+[h=16] car h � 48.On a donc d'apr�es (20)X j[h=16]0 (!0)� X jj+[h=16]j (!) = X jj+[h=16]j (T�j!0)� X jj+[h=16]j (!)� s [5h=4]� 2[h=16] g("; �):Si cela �etait possible pour " arbitrairement petit, on pourrait donc rendreX j[h=16]0 (!)� X jj+[h=16]j (!) aussi petit que l'on veut, ce qui serait contra-dictoire avec le lemme 3.5. Il existe donc m(�) tel que, si " � m(�), F 0 estla base d'une tour de Rokhlin de hauteur h0, o�u h0 est le plus petit entiersup�erieur ou �egal �a 9h=8. De plus, grâce �a (20), cette tour est clairement2 g("; �)-�ne.Lemme 3.7 Il existe des applications� : ]0; 1[�!]0; 1[G : R�+�]0; 1[�! R�+M : ]0; 1[�! R�+avec, pour tout � 2]0; 1[, G("; �) ����!"!0 0, et qui v�eri�ent :Pour toute tour de Rokhlin T = (h; F ) "-�ne, de hauteurh � 48 et de mesure �(T ) � � avec " �M(�), il existe une tourde Rokhlin (h0; F 0) qui est G("; �)-�ne, o�ui. F 0 � F , �(F 0) � �(�)�(F ),18



ii. h0 � h + h=� .Preuve| Posons '1 d�ef= ' et g1 d�ef= g, ' et g �etant d�e�nies dans le lemmepr�ec�edent. Puis, par r�ecurrence, pour tout k � 2, soit'k : � 7�! 'k�1(�)'��'k�1(�)�gk : ("; �) 7�! g�2 gk�1("; �); �'k�1(�)�On choisit aussi mk(�) 2]0; m(�)] assez petit pour que" � mk(�) =) 8j 2 f1; : : : ; k� 1g; 2 gj("; �) � m��'j(�)�:En utilisant le lemme 3.6, on montre facilement par r�ecurrence que pourtout entier k � 1, pour toute tour de Rokhlin T = (h; F ) "-�ne, de mesure�(T ) � � , de hauteur h � 48 et avec " � mk(�), on peut trouver une tourde Rokhlin (hk; Fk) de base Fk � F avec �(Fk) � 'k(�)�(F ), de hauteurhk � (9=8)kh, cette tour �etant 2 gk("; �)-�ne.Il su�t alors de choisir n = n(�) assez grand pour que (9=8)n � 1+1=� ,et de poser �(�) d�ef= 'n(�)(�), G("; �) d�ef= 2 gn(�)("; �), et M(�) d�ef= mn(�)(�).3.5 Les syst�emes gaussiens ne sont jamais de rang un localSupposons par l'absurde que le syst�eme dynamique gaussien (
;A ; �; T )soit de rang un local. Il existe donc � 2]0; 1[ tel que, pour tout " > 0, onpuisse trouver une tour de Rokhlin T" = (h"; F") "-�ne et de mesure sup�e-rieure ou �egale �a � . (Remarquons qu'alors, on a n�ecessairement h" ����!"!0+1.) Fixons " > 0 assez petit pour que h" � 48 et " � M(�=2) ; notonspour simpli�er (h; F ) d�ef= (h"; F"). On d�e�nit pour ! 2 FnF (!) d�ef= minnk � 1 .T k! 2 F o :On a nF � h, et par le th�eor�eme de Kac (voir par exemple [9] p. 46), on saitque RF nF d� = 1. Par cons�equent, si on poseF1 d�ef= f! 2 F /nF (!) < 2h=� g ;on a �(F1) � �(F )=2. Appliquons maintenant le lemme 3.7 �a la tour deRokhlin (h; F1) qui est "-�ne et de mesure au moins �=2 : il existe une tour deRokhlin (h0; F 0) qui est G("; �=2)-�ne, avec F 0 � F1, �(F 0) � �(�=2)�(F1),et de hauteur h0 � 2h=� + h. Remarquons que l'on a1 � h0�(F 0) � 12 h0�(�=2)�(F ) � h02h� �(�=2);d'o�u h0h � 2��(�=2) :Fixons !0 2 F 0, et soit k d�ef= nF (!0) < 2h=� . Comme T est "-�ne, on aX jh0 (!0)� X jk+hk (!0) � ":19
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