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Abstract

Although some Gaussian dynamical systems, called “Gaussian-
Kronecker”, share with rank one systems some unusual properties, we
show in this work that a Gaussian dynamical system is never of finite
rank. In fact, such a system can’t even be of local rank one.

Résumé

Bien que certains systémes dynamiques gaussiens, appelés “gaussiens-
Kronecker” | partagent avec les systémes de rang un des propriétés inha-
bituelles, on montre dans ce travail qu'un systéme dynamique gaussien
n’est jamais de rang fini. En fait, un tel systéme ne peut meéme pas
étre de rang un local.

1 Introduction

Les systemes dynamiques étudiés ici sont de la forme (Q, &, pu,T), ou T
est une transformation mesurable inversible de I’espace de Lebesgue (2, &7, ).

1.1 Tours de Rokhlin, rang un et apparentés

Si @ = {P,, u € %} est une partition finie de ) en ensembles mesu-
rables, on définit pour tout w € et tout couple d’entiers (¢,7) avec i < j
le mot de longueur 7 — 7 sur alphabet %

; asf
Wl (w,T,2) = ujuiqr...uj_1,
ot pour tout k, T*w € Py, .

SiW =wuy...up et W= wuy’...w; sont deux mots de méme longueur [

sur l’alphabet %, la distance d entre W et W' est définie par

= aer 1 :
dW,w) = s# el Jup # u}

Une tour de Rokhlin est un couple 7 = (h, F'), o h > 1 est un entier et
F € o est tel que F,TF,...,T"'F soient deux a deux disjoints. h est la



hauteur de la tour, et F sa base. Chaque T*F (0 < k < h — 1) est un étage
de 7. On désignera parfois abusivement par le méme symbole 7 la réunion
de tous les étages de la tour. La mesure de la tour est donc u(.7) = hu(F).

Pour ¢ > 0, on dira que la tour de Rokhlin (h, F') est e-fine pour la
partition 2 si pour tous w et w’ dans I, on a

d(Wih(w.T.2), W[5 (', T, 2)) < e

Le systeme dynamique (2, <, p,T) est dit de rang un si pour toute
partition finie 22 de £ et tout £ > 0, on peut trouver une tour de Rokhlin
7, e-fine pour #, et de mesure u(7)>1—«.

En général, on dit que le rang du systéeme est au plus r si pour toute
partition finie 22 et tout € > 0, il existe r tours de Rokhlin 2, ..., .7, e-fines
pour &, deux a deux disjointes et telles que

dou(F) > 1-e.
=1

Bien sir, le systeme est dit de rang r s’il est de rang au plus r et non de
rang au plus r — 1.

Enfin, le systéeme est dit de rang un local s’il existe 7 €]0, 1] tel que, pour
toute partition finie 27 et tout ¢ > 0, il existe une tour de Rokhlin e-fine
pour £ et de mesure supérieure ou égale a 7.

Les implications suivantes sont des conséquences directes des définitions :

rang un = rang fini = rang un local.

1.2 Des partitions finies aux processus complexes

Soit # = (V,)pez un processus complexe défini sur Q, avec Yy € L*(p)
et pour tout p € Z,Y, = YyoTP. Pour tout couple d’entiers (1, j) avec ¢ < j,
on définit le processus a valeurs dans €/~°

; déf
@|Z :e (ifivifi-l-lv"'v)/j—l)-
Sauf indication contraire, pour tout entier p > 1, la norme d’un vecteur

y=(y1,...,yp) de CP sera toujours calculée comme suit :

déf
Iyl =

Une tour de Rokhlin 7 = (h, F) sera dite e-fine pour # si pour tous w et
w' dans F, on a

| 216 (@) = 25 @)

<e.

On vérifie facilement que si (Q, <, u,T) est de rang un, pour tout ¢ > 0
on peut trouver une tour de Rokhlin e-fine pour # et de mesure au moins
égale & 1 —e. Réciproquement, s’il existe des tours de Rokhlin arbitrairement
fines pour #, et de mesure arbitrairement proche de 1, alors le facteur de
(Q, o, 1, T) engendré par # est de rang un.

Le soin est laissé au lecteur d’énoncer "analogue de ces remarques dans
le cas du rang fini et du rang un local.



1.3 Quelques propriétés remarquables des systémes de rang
un

Les systemes de rang un sont toujours ergodiques et d’entropie nulle ; en
général, comme le montre J.L. King dans [8], un systeme de rang r possede
au plus r composantes ergodiques, et pour que h(7T') = 0, il suffit d’apres [2]
que T soit ergodique et de rang un local.

Plus inhabituel, les systémes de rang un ont spectre simple LP pour
tout p € [1,+o00[: il existe f € LP tel que le sous-espace engendré par les
foTP, p € Z, soit dense dans LP (voir [3]). Ils vérifient aussi le “Weak
Closure Theorem”, démontré par J.L. King dans [7]: toute transformation
S de Q préservant u et commutant avec T est une limite faible de puissances
de T.

Enfin, autre propriété qui s’étend aux systemes ergodiques et de rang un
local ([2]), les systemes de rang un sont lachement Bernoulli (dans le cas de
I’entropie nulle, cela signifie qu’ils sont équivalents au sens de Kakutani aux
rotations irrationnelles).

1.4 Les systemes dynamiques gaussiens

Le systeme (Q, o7, u,T') est appelé systéme dynamique gaussien lorsqu’il
existe un processus gaussien réel centré 2" = (X, )yez engendrant <, avec,
pour tout entier p, X, = Xg o T”. Rappelons que la loi d’un tel processus,
dont découlent toutes les propriétés du systeme dynamique qu’il engendre,
est déterminée par la donnée de ses covariances; celles-ci peuvent toujours
s’écrire sous la forme

E[X,X,] = / la=P)t g (1),

[_7T77T]

ou vy est une mesure finie symétrique sur [—7, 7] appelée mesure spectrale
du systeme.

Un cas particulierement intéressant est celui ol la mesure spectrale ~
est diffuse, et concentrée sur K U (—K'), ou K est un ensemble de Krone-
cker dans [0, 7]. (Pour la définition d’un ensemble de Kronecker, qui a peu
d’importance ici, et la construction de telles mesures spectrales, on peut
par exemple consulter [1].) Un tel systéeme dynamique gaussien sera appelé
un gaussien-Kronecker. Ces systémes partagent avec les systémes de rang un
les quatre premieres propriétés énoncées en 1.3: I'ergodicité, car leur mesure
spectrale est diffuse, entropie nulle, car un ensemble de Kronecker est tou-
jours de mesure de Lebesgue nulle, le spectre simple LP pour 1 < p < 400 et
le “Weak-Closure Theorem” (voir [1], [11], [6] et [14]). De plus, on construit
dans [13] un gaussien-Kronecker qui est lachement Bernoulli, la question de
savoir si tous le sont restant ouverte a ce jour. Enfin, les gaussiens-Kronecker
partagent avec les systemes a spectre discret, qui sont de rang un, une éton-
nante propriété de stabilité spectrale démontrée dans [5]: des qu’un systeme
est spectralement isomorphe & un gaussien-Kronecker, il lui est métrique-
ment isomorphe.



Devant tant de points communs, une question bien naturelle consiste a
se demander sl existe des gaussiens-Kronecker de rang un. S. Ferenczi ([3])
a cru construire un tel systeme, de ’existence duquel il déduit notamment
avec M. Lemanczyk que le rang n’est pas un invariant spectral ([4]). Mal-
heureusement, une erreur dans son travail fait que ’existence d’un systeme
dynamique gaussien de rang un est restée jusqu’a maintenant une question
ouverte. Le but principal de cet article est de répondre négativement a cette
question, en démontrant le théoreme suivant.

Théoréme 1.1 Un systéme dynamique gaussien n’est jamais de rang un
local.

Une conséquence directe de ce théoreme est bien sir que le rang d’un
systeme dynamique gaussien est toujours infini.

1.5 Ergodicité et rang un local pour les systémes gaussiens

On va montrer tout d’abord que 8%l existait un systeme gaussien de
rang un local, alors celui-ci serait ergodique, c’est-a-dire a mesure spectrale
diffuse. En effet, notons v la mesure spectrale du processus 2 = (X,)pez
engendrant le systéme dynamique gaussien (Q, <, u, 1), et supposons qu’il
existe o € [—7, 7] tel que v({a}) > 0. Alors il existe dans le sous-espace
gaussien complexe de L%(u) engendré par 2 une variable aléatoire Y # 0,
de moyenne nulle, telle que

Yol =¢Y. (1)
Considérons le processus Z = (R,)pez défini par

Vpez, R, ¥ |[y|oT".
D’apres (1), on a pour tout entier p, R, = Ry = |Y| p-presque strement. Si
on suppose le systéeme de rang un local, on peut alors trouver des tours de
Rokhlin arbitrairement fines pour #Z, dont la mesure est toujours supérieure
a un réel 7 donné dans ]0, 1[. On en déduit facilement que pour tout ¢ > 0,
il existe un réel positif r. tel que

,u(‘|Y|—rE gg) > T —¢,

ce qui est clairement impossible dans le cas ot Y est une variable gaussienne
centrée de variance non nulle.

1.6 Systéme gaussien et mouvement brownien

On utilisera dans la suite la représentation d’'un systéeme dynamique
gaussien comme une transformation géométrique de la trajectoire brow-
nienne complexe, développée dans [12]. Rappelons rapidement quelques ré-
sultats concernant cette représentation.



On note (g, %, j1o) I'espace canonique du mouvement brownien com-
plexe issu de 0, sur I'intervalle de temps [0,1]:

— Qg est 'espace des applications continues de [0,1] dans C, qui s’annu-
lent en t = 0,

— la probabilité pg est la mesure de Wiener sur £,
— @ est la tribu borélienne de Qg, complétée pour pug.

Pour w € Qp et 0 <t < 1, on note By(w) la position de la trajectoire w a
Iinstant ¢.

Si o est une mesure de probabilité sur [0, 7] concentrée en un nombre
fini de points a3 < --- < a,, de masses respectives mq,...,m,, on définit
une transformation 7, de g, préservant la mesure g, de la facon suivante :
posons, pour tout k € {1,...,p}, & e Z;?:l m; et ty e 0; on découpe la
trajectoire w en p morceaux, correspondant aux intervalles de temps [t5_1, tx]
(1 <k <p), puis on effectue une rotation de I'angle aj sur le k-iéme mor-
ceau. T, w est la trajectoire obtenue en recollant bout a bout les nouveaux
morceaux. On a ainsi, pour ¢ € [t;,%;41],

j
BioT, = Y (By — By_,) + ¢+ (B, - By,). (2)
k=1

Si o est maintenant une mesure de probabilité diffuse sur [0, 7], on peut
définir T, comme la limite d’une suite transformations 7, , ou les mesures
o, sont concentrées en un nombre fini de points et convergent suffisamment
bien vers o. Pour tout t € [0, 1] et tout p € Z,on a

t.
BioT? = AJW@d&, (3)

df

o ¥(s) inf{z € [0,7] /o ([0,2]) > s}.

Le systeme (Qq, @, fto, 1) obtenu est alors un systéme dynamique gaussien
de mesure spectrale v, ou v est la mesure de probabilité symétrique sur
[—m, 7] définie par

(A) % %(U(Am 0.7]) + (-4 [O,W])), (4)

le processus gaussien réel sous-jacent étant donné par Xg L Re (B1).

Tout systeme dynamique gaussien ergodique pouvant étre représenté de
cette maniére, on supposera dorénavant que le systeme gaussien (Q, &, u,T')
est (Qo, 9, fto, T,) pour une certaine mesure de probabilité o diffuse sur

[0, 7].



2 Le rang un a tours plates

Rappelons que le systeme dynamique (2, o/, u,T') est dit rigide lorsqu’il

existe une suite (p, ) ey d’entiers tendant vers +oo telle que TP» ——— Idg,
n—4oco

ie.

VA€ o, (TP AAA) —— 0.

n—4oco

Une propriété, plus forte que le rang un, lie la rigidité de T" aux hauteurs des
tours de Rokhlin de la définition du rang: le systeme dynamique (2, &, u, T')
est dit de rang un a tours plates si, pour toute partition finie & de ) et
toute suite (e,,)ney de réels strictement positifs décroissant vers 0, on peut

trouver une suite (.7, )nen = ((hn, Fn)) o de tours de Rokhlin telle que

i. la tour 7, est ¢,-fine pour 2,

i, Th» ——— 1dgq,

n—-+oo
i, u(Z) > 1-en.

La question de savoir si un systeme dynamique gaussien peut étre de rang
un a tours plates se pose naturellement, car toute rotation irrationnelle pos-
sede cette propriété. Or, la transformation T, de la trajectoire brownienne
peut justement étre obtenue comme une limite de rotations irrationnelles sur
des fibres. De plus, lorsque S. Ferenczi a cru prouver qu’un certain gaussien-
Kronecker était de rang un, il montrait en méme temps que celui-ci était de
rang un a tours plates. Pourtant, on va montrer le résultat suivant.

Théoréme 2.1 Un systéme dynamique gaussien n’est jamais de rang un a
tours plates.

Preuve — On va supposer que la probabilité o est telle que le systeme

(Q, o, 1, T) soit de rang un a tours plates, et en déduire une contradiction.

On notera dorénavant Zo = Bl, et pour tout p € Z, Z, et Zgo TP,

Puisque T est de rang un a tours plates, on peut trouver une suite (7, )pen =

(hy,y ) de tours de Rokhlin telle que
neN

i. la tour 7, est %—ﬁne pour le processus 2 = (Z,)pez,

i, Th» ——— 1dgq,

n—-+oo
iii. p(Z,)>1—-1/n.

Considérons le processus gaussien réel 2 = (X, )pez e (Re Zy)pez- Sa

mesure spectrale est la probabilité v définie par (4). On a donc

E[XoXp,] = / cos(hyt)do(t) —— E [XO] =1.

[0777] n—+oo



On en déduit que pour tout € > 0

U({tE[O,ﬂ']/COShnt<1—€})—>0. (5)

n—4oco

Pour (k,n) € Z x N, définissons I'intervalle

o déf 2km 1 2km 1 ]
Te = [hn © Rh,277 h, +hn2”

Quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer d’apres (5)
[hn /2]
VneN, ol |J JF)] = 1-27",
k=0

d’otl, en posant p, 4 [hn/2],

Pn ¢ 1
n>2 \k=0

Enfin, quitte a remplacer ¢ par une probabilité absolument continue par
rapport a o, ce qui revient a considérer un facteur gaussien de (Q, &7, u,T')
qui conserve les mémes propriétés de rang un et de rigidité (donc qui reste
de rang un & tours plates), on peut supposer que o est concentrée sur
Nns2 Uity 7. On est alors naturellement amené & approcher o par la pro-
babilité atomique o,, définie pour n > 2 par

Wk € {0, ... pa), o ({2::}) X gy,

On note désormais pour tout n > 2, 7T, et T,, , et on pose pour s € [0, 1]

déf

Pls) = inf{z €[0,7] /0 ([0,2]) 2 5}
et Yu(s) X inf{xe0,7] /o, ([0,2]) > s}.

On a pour tout p € Z
1
BioT? = / ePY(s) dB;,
0
1.
et ByoT? = / ¢iPvn(s) 4B,
0
Considérons maintenant, pour 0 < p < 2h,, — 1, la variable aléatoire

. 1
D ¥ BloTP — BioTP = /

b 0

(eipw(S) _ ez’pwn(s)) dB,.

Pour tout s € [0,1], 0on a




ce qui permet de majorer la variance de Dy

2 1 ' 5
E Dn = 2 elpd}(s) _ elplz/n(S) dS
; 0
2
P
< 2
< 2(57)
8
< o

On peut alors approcher 2 = (Z,),ez par 2" = (Z,)pez L (B1 o TP)pez.

En effet, posons pour n > 2

a1 et nl? 2 12k |12
M, N |pr| = |z - 2
2h, =

On a d’apres 'inégalité précédente

E[M,]

AN
|

—= 22n ?

et donc

21 8
> — ] < —. 6
= zn) = on (6)

Soit maintenant w, € F,, et posons v, e Zo" (wn) € Chn . Avec probabilité
supérieure ou égale a 1 — 1/n, il existe j € {0,..., h, — 1} tel que T?w € F,,
et donc

2k 2k
H(Hﬁqo _Qpno

<L (7)

i+hn
|2l @) = <

On déduit facilement de (6) et (7) que, pour tout ¢ > 0 et pour n assez

grand,
hn—1

ARV (ER
=0

Fixons ¢ > 0. On prend entier n assez grand pour que (8) soit réalisé, et
pour étre assuré grace a (6) de pouvoir choisir w,, dans F,, de telle sorte que

ge) > 1—ec. (8)

H " gn (W) = Z[p" (wn)|| = H z" gn (wn) —vy|| < e
n def 2kx n déf " o
Pour k € {0,...,p,}, on pose af = 25 ot mp = o,({a}}). Définissons
aussi
déf déf
RZ = mttm — Bm61_|_..._|_m2_1 (k > 1)7 et Rg = Bmg

Pour tout p € Z, on a par définition de la transformation 7,

Pn
s n
Z' = ByoTl! = ZRzezpak7

P
k=0



d’ou, pour tout w € €,

2
| 27l @) = 2715 (wn)

1 h"_l 2
= =2 B -z
LS -
1 hn—=11]Pn . 2
= X0 [ P (REw) — Ri(wn)
 p=0 |k=0
Ry (T P
= Z (Z UL (RZ(w)—RZ(wn))) Ze—lpaj (R?(w)—R?(wn))
- — oo
Pn
= D IR{w) = Ri(wn)l?
k=0
hpn—1
+ Y (Ri(w) = Ri(wn)) (RI(@) - an)( Ze ap- )
k#£j n
Pn
= Y IR{(w) - Ri(wn)|*,  car ™ 0im0) =,
k=0
On a donc, des que H 2o (w) — v, <e,
Pn
Y IRE(w) = Ri(w,)[* < 4e?,
k=0
d’ou ,
= 2
S| 1Rp @) = [Ri @l < 42 (9)
k=0

Mais comme |R7| est invariant par 1), I'inégalité (9) a lieu deés qu’il existe un

[iFhn

entier j tel que H 2 vnH < ¢, donc avec une probabilité supérieure

ou égale a 1 — ¢ d’apres (8). Il existe donc une partie A de £, de mesure

p(A) < e, et des réels ¢} = e | R} (wn)] (0 <k < p,) tels que, en dehors de A
on ait
on 2
So(1Rp - ) <46 (10)
k=0
On en déduit
Pn 9 Pn 9
> (1R = <) ] < a4 m |y (1RE - ef) ]
k=0 k=0
P Pn
< 4’ | Mallpeqy ( + Z(cﬁ)z) :

12(s) k=0

La mesure o étant diffuse, on a

sup mp —— 0,
0<k<pn n—+00



une propriété classique du mouvement brownien donne alors

Pn 2
S RLP —>ni(::o e[ = 2.
k=0

Pourvu que n ait été choisi assez grand, on a donc

Pn

SRS

k=0

< 3.

L2 ()

Puis, la convergence dans L? entrainant la convergence en probabilité, on
peut aussi supposer

Pn

M(Z|R}§|2>3) <l-—c¢,
k=0

ce qui assure que ’on ait pu prendre w, vérifiant aussi

Pn Pn
D RE (wn) = Y () < 3.
Comme || 4|7z, < /2 on obtient alors
Pn 5
B (IRE =) | < 42 +6e"2 (11)
k=0

Posons maintenant )
N EEBP] -w B

On a A > 0 car |By| n’est pas constant, et on vérifie que pour tout réel ¢

K [(|B1| _ C)Z] >

Or, pour tout k € {0,...,p,}, R} a méme loi que \/m] By, et on a donc en
vertu de ce qui précede

Pn

S (1Rgl - )

k=0
En utilisant (11), on en déduit

E

>\ (mf 4k ml ) =

A< 452—|—651/2.

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on obtient la contradiction
annoncée. m]

3 Le rang un local

Cette partie est consacrée a la preuve du théoreme 1.1. Une des princi-
pales difficultés concernant le rang un local tient dans le probleme suivant :
comment déduire de ce qui se passe sur un ensemble de mesure 7 €]0, 1[ une
propriété “globale” de l’espace, c’est a dire vérifiée sur Q éventuellement
privé d’une partie de faible probabilité? I’objet du paragraphe suivant est
de fournir un outil permettant de traiter ce probleme.

10



3.1 Probabilités a densité log-concave

Une application f : RP — R est dite log-concave si pour tous &,y € RP
et tout 8 € [0, 1], on a l'inégalité

F(0+ (1= 0)y) > f(2) f(y) ",

Si m est une probabilité sur R? dont la densité (sous-entendu par rapport
a la mesure de Lebesgue) est log-concave, un tres joli théoreme di & Prékopa
([10]) dit que si A et B sont deux boréliens de R? et # € [0, 1], on a 'inégalité

m(0A+(1-0)B) > m(A) m(B)'~",

ou A+ (1-6)B e {z+(1—0)y /z € Aet y € B} est supposé aussi

mesurable.

Lemme 3.1 Soient 0 <7 < 1—6 < 1. Il existe M = M(1,§) tel que, pour
tout entier p > 1, pour toute probabilité m a densité log-concave sur RP,
pour tout x € R? et tout r > 0,

m(B(x,r)) >1r = m(B(x,Mr)) >1-46,

ou B(x,r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r pour une norme
quelconque ||-|| sur RP.

Preuve — Soit m une probabilité a densité log-concave sur R?, et sup-
posons m(B(O, 1)) > 7. Posons A e B(0,1), et remarquons que pour tout

borélien B de R? et tout 6 €]0,1[, A+ (1 —6)B est ouvert, donc mesurable.
Sideplus%ﬁ@ﬁ%,ona

m(0A+(1=0)B) > m(A) m(B)'=" > ¥ hm(B)?,

et donc

i < (m(0A+(1—0)B)) | 2

3/4
Définissons maintenant pour tout entier n > 1
def v
B, = {yeR? /n<|lyl|<n+1}.
Par l'inégalité triangulaire, on montre que

9A+ (1—60)B, C Chg, (13)

ol
Coo & {yer? J(1—0n—1<|y]|<(1-0n+2}.

11



5,%] tels que les Chyg, (1 <@ <
[n/12]) soient deux a deux disjoints. Comme m est une mesure de probabilité,
il existe au moins un 2 tel que

Or, on peut trouver 6y,...,60, /12 dans [1

m(Cus) < /112] . (1)
De (12), (13) et (14), on déduit

déf 1
B) < w, ¥
m(Bn) < u 73/2[n/12]2

Or, la série de terme général u,, est convergente. Soit M = M(7,6) € N tel
que

Z Uy < 0O,

n>M
on a alors m (UnZM Bn) < 8, ie. m(B(O,M)) >1-6.

Dans le cas ou m(B(w, 7‘)) > 7, on considere la mesure image m’ de m
par y — (y—x)/r, alaquelle on peut appliquer ce qui précede. On obtient
m’(B(O,M)) >1-6,ie. m(B(x,Mr)) >1-4.

3.2 Le rang un local a tours plates

Le lemme 3.1 permet d’obtenir un énoncé plus fort que le théoreme 2.1.

Théoréme 3.2 Soit # = (Y, )pez = (Yo 0 T?),ez un processus dans L*(p)
qui engendre la tribu &/, et (£, )ney une suite de réels strictement positifs
tendant vers 0. Il ne peut pas exister une suite de tours de Rokhlin (7, ),en =

((hn, Fn)) e vérifiant

i. pour tout n € N, la tour 7, est ¢,-fine pour %,

ii. Th» —— Idq,

n—4oco

i, 7 inf u(7,) > 0.

Preuve — Supposons qu’une telle suite de tours existe. Puisque # en-
gendre &, on peut aussi trouver une suite de tours vérifiant des propriétés
similaires pour le processus 2 introduit dans la preuve du théoreme 2.1. On
reprend alors le méme raisonnement, le résultat intermédiaire (8) devenant
cette fois :

pour tout € > 0 et pour n assez grand,

[ (hg:@ it [ < 5)) > /2. (8")
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On en déduit de méme qu’avec probabilité supérieure ou égale a 7/2, on a

Pn 5
Z(|R}§| — CZ) < 46t
k=0
Or, la loi m de (Rg,..., R ) dans RP»FtL 3 pour densité par rapport a la
mesure de Lebesgue
dm T Tp, 1{ rk T;ﬂ
W(Tov e Tp,) = m ﬂ(rozo,...,rpnzo) exp [—5 (m_g +--F m—gn .

Cette densité est log-concave (comme produit de fonctions log-concaves), et
le lemme 3.1 permet alors d’écrire

’ (Z"(mm —) < 4M(6,r/z>52) > 1

k=0

Comme ¢ et § peuvent é&tre choisis aussi petits que I'on veut, on aboutit a
la méme contradiction. m]

3.3 Quelques lemmes

On n’aura plus besoin maintenant du mouvement brownien, et on se
référera uniquement au processus gaussien réel 2 = (X,),ez qui engendre
le systeme dynamique gaussien (2,7, u,T'). En particulier, on dira qu’une
tour de Rokhlin est e-fine si elle est e-fine pour 2°. On utilisera souvent
dans la suite le lemme qui vient, qui peut étre vu comme une conséquence
immédiate du lemme 3.1, mais dont on peut aussi trouver une preuve directe
élémentaire.

Lemme 3.3 Pour tout T €]0, 1, il existe une application h, : R} — [0, 1],
avec h;(¢) ——— 1, telle que pour toute variable gaussienne réelle Y,
—0

n(IY1 <€) 2 r = (Y] < VE) 2 hale).

Ce lemme trouve une premiere application dans la preuve du résultat
suivant.

Lemme 3.4 Soit 7 €]0, 1[. Il existe une application s, : R} — R, avec

s:(€) - 0, vérifiant la propriété suivante :

Si 7 = (h,F) est une tour de Rokhlin e-fine de hauteur
h > 20, de mesure u(7) > 1, si wy et wy' sont deux points de I,
k et k' deux entiers dans {0,...,[h/4]} tels que

| 21  ) = 2 )| < e ()

alors

|21 ) — 2 (')

< sy(e).

13



Preuve — Notons que 'inégalité h > 20 permet d’écrire [h/4] > h/5
et [3h/4] > h/2. La tour 7 étant e-fine, on vérifie facilement que pour
ww' e Fetje{0,....h—1—[h/4]},

| 21  @) - 2w < Ve (16)
De méme, si 0 < j < h—1-[3h/4],0n a
| 2B ) = 2| < Vae. (17)

Puis, ’hypothese (15) étant réalisée, on obtient en utilisant (16) et 'inégalité
triangulaire, pour tout w € F

< (2\/54—1)5 < 6e.

Considérons maintenent la variable gaussienne réelle y € Xo — Xpi_p, et
soit U ¥ Uk+[h/4] T7F.On a

k+[h/4]—
/ Yidpy = Z Y2dpu
U

T'F

[ h/4

= Z /X Xiwr— )d

- [h/‘*]/FH%"Z““ - 2

< 36e°u(U),
d’ot A
2 2
n(Un(v2>s16?) < 5 HU),
et donc )
-
M(|Y| < 95) > §H(U) Z 10
Le lemme 3.3 permet alors d’en déduire
n(IY1<3Y2) > hopo9e). (18)

Puis, en utilisant la majoration du moment d’ordre 4 de Y :
E [Y‘*] < 16F [Xg] < foo,
on déduit de (18) par Cauchy-Schwartz

E[Yz] < 9e+ V2du
|V |>3e1/2

9 +4/E [Xd]\/1— hejio(9e). (19)

IN
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Posons V &' Uk+ BA/A=L i B Comme w(V)>7/2,0na
/ H k-|—3h/4 %|k+3h/4]H _ 1 /YQdu < gE[YQ].
pV) Jv T
1l existe donc au moins un w € F tel que
k-+[3h/4 k' +[3h/4 2
| 2 5 @) = 2 )] <y ZEDL

En appliquant deux fois (17) et (19), on obtient alors

< 2V2e + —E[Y?] < s.(e),

déf
Sr 2 44/E[X3]\/1 - )
avec s.(¢) = V2e —|—¢ <9£—|— hr10(9¢ —

[ R ) — [ )

]

Lemme 3.5 Il ne peut pas exister § et 7 dans |0, 1] vérifiant la propriété
suivante :

Pour tout ¢ > 0, on peut trouver une tour de Rokhlin e-fine
= (h, F'), de mesure u(7) > 1, et deux entiers k et | tels que

LO0<k<k+l<h-—1,
ii. 1> 6h,

k+1 hl
ZIH (@) - 2 ()| <

Preuve — Supposons par absurde 'existence de 8 et 7 vérifiant cette
propriété. Soit (¢, )nen une suite de réels strictement positifs décroissant vers
0. Pour tout n, on trouve alors une tour de Rokhlin 7 = (h,, F},), £,-fine,
de mesure supérieure ou égale a 7, et des entiers k,, et [, tels que

L 0<ky <hpt+ly<hy—
i. 1, > 6h,,

iii. pour tout w € F,,

Zlt (@) = 2t @) < e

Posons hn’ = h —k, > 1, >0h,, etY, d_eon—Xh . On définit aussi U,, =

Ufz};ll"_l T7F,. Comme dans la preuve du lemme précédent, on montre que

/ Vidp < p(U,)el,
Un
d’ou 'on déduit

3
p(Y, <dep) > Suln) > S 0r

15



Puis, par le lemme 3.3, on obtient

4 (|Yn| <v 2571) > h3€7/4(2 571)‘

L*(w)
Ainsi, E[Y,?] —— 0, i.e. Xp, ——— Xo. Comme 2 engendre </,
n—4oco n—4oco

on en déduit 7" ——— Idg. Considérons alors la tour 7,/ = e (hy', Fr):

n—4oco
elle est e, /v/0-fine, et de mesure u(Z,') > 67. Comme ¢, /v —— 0, on
n—4oco
obtient une contradiction avec le théoreme 3.2. O

3.4 Des tours de plus en plus hautes

Lemme 3.6 Il existe des applications

T2 ]07 1[—>]07 1[
g @ RIx]0,1[— RY
m : ]0,1[— RY

avec, pour tout T €]0,1[, g(e,7) —— 0, et qui vérifient:
e—0

Pour toute tour de Rokhlin 7 = (h, F) e-fine, de hauteur
h > 48 et de mesure u(7) > 7, il existe une partie I de F', de
mesure u(F') > o(m)u(F), telle que

Vo, € B || 2B w) - 2 TV W) < gte).

Si de plus ¢ < m(7), F’" est la base d’une tour de Rokhlin de
hauteur h' > 9h/8, et qui est 2 g(e, T)-fine.

Preuve — Soit 7 = (h,}’) une tour de Rokhlin e-fine et de mesure
supérieure ou égale a 7. On définit deux sous-tours de 7 : 7 = L ([h/4], F) et

Vs ([h/4], TV/AF). Ces deux tours sont de mesure au moins 7/5, et sont
\/55 fines.

Soit p = p(7) > 5 assez grand pour que (1 —7/5) < 7/10. On consideére
p_copies (Qi, o, 15, T;) (0 < i < p) du systeme (2,9, u,T), et on note
(Q o, i, T) le produit de ces p systémes. Pour 1 < ¢ < p, on considere le

processus gausswn Z; = (XZ k)kez défini sur §;, correspondant & 2~ sur Q.
Puis, sur ©, on définit 2 = (Xk)ken par

def I
Zsz

On vérifie aisément que le processus X a méme loi que 2 et les 2;. Ainsi, si
Z est la sous-tribu de & engendrée par 2, le systéme dynamique (Q Z, i, T)
est isomorphe & (Q, &, pu, T).

16



Si A est un objet (partie de 2 ou tour de Rokhlin) défini sur (Q, &, pu,T),
on notera A; 'objet qui lui correspond dans (€;, <%, u;, 1), et A dans (Q o, i, T).
Si A; € @7, on définit aussi

Ad_elex X Qg XA X Qi X X Q.

D’apres les hypotheses posées sur la tour 7, on a

P &
i) > /5, etﬂ[(U 2) < 7/10,
=1
et donc ,
ﬂl@ﬂ (U 2) > 7/10.
=1

Notons que ﬂ(@ N ///\ZZ) ne dépend pas de ¢; on peut donc en déduire

Mona) > —.
10p

On peut donc trouver un étage Iy = TFF) de .4 tel que

~ —~ T o~
GWonNk)) > —allk)) = — I
WHINE) > [opE) = 1o mlE)
Puis, il existe (wq,...,w,) € Qg X -+ X Q, tel que
H1 ({M € k1 /(wlvw%"'va) € @}) 2 W#l(E 1) = Wﬂl(ﬂ)
On pose alors
o) £
10p(7)’

def ~
F/ T {wleEl/(wl,wg,...,wp)EQ}CFl.
On a bien pu1(Fy') > o(7)u1(Fy). Soient wy et wi’ dans T F'; on a

< Ve,

|22 ) = 2 ()

d’ou
- ([h/4] - ([h/4] V5
H%‘O (w1, W, .. wy) — 3&”‘0 (wi',wa, ..., wy) %5 < e
Mais comme (wy,ws, . ..,w,) et (wi/,wa,...,w,) sont dans Z, le lemme 3.4
nous donne
_[3h/4] \[3h/4]
3&”‘0 (w1, wa, .. wp) — 3&”‘0 (w1 wa, o wp)|l < se(e),

puis
[ ) = 3 6 )

< psi(e).
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Si maintenant wy et wy’ sont dans Fy’, puisque k > [h/2] > h/4, on a
| 2316 () = 23§ (1)
k+[3h/4 k+[3h/4
et |l ) = P )
D’ou, comme k 4 [3h/4] > [5h/4] — 2,
[5h/4]— [5h/4]—
| 2216972 (o) = 2507 (1)

avec g(1,¢) & de42,/ps-(e).

Prouvons maintenant que, a 7 fixé, dés que ¢ est assez petit, F’ est la
base d’une tour de Rokhlin de hauteur A’ > 9h/8. Si ce n’est pas le cas, on
peut trouver j dans {h,...,[9h/8]} tel que

TIF 0 F #0. (21)

< 2¢

< VP se(e).

< g(r,e) (20)

Prenons le plus petit j vérifiant (21). On dispose alors d’une tour de Rokhlin
(j, F') dont la hauteur j est au moins h, et de mesure supérieure ou égale a
T(7). Fixons wg € T7F' N F'. Pour tout w € F, on a

[h i+ [h [h h
| 2187 ) = 2wy < 218 w) - 28 ()|
[h [h
+Hm/”<w—%w/mww.
Comme 7 est e-fine, le premier terme est majoré par \/h/[h/16]c. Pour le

second, remarquons que [5h/4] —2 > [9h/8]+[h/16] > j+[h/16] car h > 48.
On a donc d’apres (20)

H %| [h/16] (wo) _ %|§+[h/16] (W)H _ H %|§+[h/16] (T_]‘wo) _ %|§+[h/16] (W)H
Si cela était possible pour e arbitrairement petit, on pourrait donc rendre
H Z o [A/16] (w) — 5&”|§+[h/16] (w)H aussi petit que I’on veut, ce qui serait contra-
dictoire avec le lemme 3.5. Il existe donc m(7) tel que, si ¢ < m(71), F” est
la base d’une tour de Rokhlin de hauteur A, ou %’ est le plus petit entier

supérieur ou égal a 9h/8. De plus, grace a (20), cette tour est clairement
2 g(e, 7)-fine. m

Lemme 3.7 Il existe des applications
¢ : ]0,1[—]0,1]
G RIX]0,1[— RY
M : ]0,1][— }Ri

avec, pour tout T €]0,1[, G(¢,7) —— 0, et qui vérifient:

e—0
Pour toute tour de Rokhlin 7 = (h, F) e-fine, de hauteur
h > 48 et de mesure p(.7) > 7 avec ¢ < M(7), il existe une tour
de Rokhlin (h', F') qui est G/(e, T)-fine, ou
i P CF, pl(F) > o(ru(F),
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ii. h'>h+hT.

Preuve — Posons ¢ 4 wet g Cﬁfg, et g étant définies dans le lemme
précédent. Puis, par récurrence, pour tout £ > 2, soit

or o T gea(r)e(rera(n)
g (e,7)— 9(2 gk—l(&T)aT@k—l(T))
On choisit aussi mg(7) €]0, m(7)] assez petit pour que
e <mp(r) = Vie{l,....h—1}, 2g,(c,7) < m(rpi(r).

En utilisant le lemme 3.6, on montre facilement par récurrence que pour
tout entier £ > 1, pour toute tour de Rokhlin 7 = (h, F') e-fine, de mesure
w(Z) > 7, de hauteur h > 48 et avec ¢ < my(7), on peut trouver une tour
de Rokhlin (hg, Fy) de base Fy, C F avec u(Fy) > @p(7)p(F), de hauteur
hy > (9/8)%h, cette tour étant 2 gy (e, )-fine.

Il suffit alors de choisir n = n(7) assez grand pour que (9/8)" > 141/,

et de poser ®(7) L n(r)(7), G(e, T) L 29n(ry(e,7), et M(T) L My (7) (7). O

3.5 Les systemes gaussiens ne sont jamais de rang un local

Supposons par ’absurde que le systéme dynamique gaussien (Q, &, u,T')
soit de rang un local. Il existe donc 7 €]0, 1] tel que, pour tout £ > 0, on
puisse trouver une tour de Rokhlin 7. = (h., F;) e-fine et de mesure supé-

rieure ou égale & 7. (Remarquons qu’alors, on a nécessairement h, ——
e—0

+00.) Fixons ¢ > 0 assez petit pour que h, > 48 et ¢ < M(7/2); notons
pour simplifier (h, F) e (he, F.). On définit pour w € F

np(w) Cﬁfmin{k >1 /Tkw € F}
On a np > h, et par le théoreme de Kac (voir par exemple [9] p. 46), on sait
que [pnpdp = 1. Par conséquent, si on pose

FYweF Jnpw) <2h/r},

on a (1) > p(F)/2. Appliquons maintenant le lemme 3.7 & la tour de
Rokhlin (h, Fy) qui est e-fine et de mesure au moins 7/2: il existe une tour de
Rokhlin (A', F') qui est G(e,7/2)-fine, avec F' C Fy, u(F') > ®(7/2)u( F1),
et de hauteur b’ > 2h/7 4+ h. Remarquons que I’on a

1> Wu(F') > %h’@(T/Q),u(F) > %T@(T/Q),
o 2
h T ore(r/2)

d’ou

Fixons wg € F', et soit k e nr(wg) < 2h/7. Comme 7 est e-fine, on a

| 216 (wo) = 215" (wo)| < e.
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Puis, pour tout w € F’, la tour (R, F') étant G(e,7/2)-fine, on a
| 216 @) = 2+ ()]
< | 216 @) = 21 o) + || 216 (wo) = 215" (wo)|

| 215 (wo) = 2 ()

< 5—|—2@G(5,T/2) < e+2 ﬁ(}(arﬁ).

Or, la tour de Rokhlin (k, ") est toujours de mesure au moins ®(7/2)7/2,
onah/k>h/h > ®(1/2)7/2 et £ peut étre choisi arbitrairement petit : on
obtient donc & nouveau une contradiction avec le lemme 3.5. Ceci acheve la
preuve du théoréme 1.1. m|
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