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L'ergodicit�e induit un type spectral maximal�equivalent �a la mesure de LebesgueThierry de la RueAnalyse et Mod�eles Stochastiques { UPRES-A CNRS 6085Universit�e de Rouen { Math�ematiquesSite ColbertF76821 Mont-Saint-Aignan Cedexe-mail : delarue@univ-rouen.frR�esum�eOn montre ici que tout automorphisme ergodique d'un espace deLebesgue induit, sur une famille dense de parties de l'espace, des trans-formations dont le type spectral maximal est �equivalent �a la mesure deLebesgue.Ergodicity induces a Lebesgue maximal spectral typeAbstractIt is shown that every ergodic automorphism of a Lebesgue spaceinduces, on a dense class of sets, some transformations whose maximalspectral type is equivalent to the Lebesgue measure.1 Introduction et notationsOn d�esigne par T un automorphisme ergodique de l'espace de Lebesgue(X;A ; m). Si f 2 L2(m), on note �f la mesure spectrale de f sous l'actionde T , c'est-�a-dire la mesure positive �nie sur le cercleT, identi��e �a l'intervalle]� �; �], dont les coe�cients de Fourier sont donn�es par8p 2Z; c�f (p) d�ef= hf ; f � T piL2(m) :On munit l'ensemble des mesures positives �nies sur T de la topologie dela convergence faible ; cette topologie �etant m�etrisable, on �xe une distancedw� qui la d�e�nit. On note en�n � la mesure de Lebesgue normalis�ee sur T.1.1 Induction et propri�et�es spectralesKakutani ([6]) a introduit en 1943 la notion de transformation induite parT sur une partie mesurable non n�egligeable de X . Pour tout A 2 A demesure strictement positive, on d�e�nit la tribu AA d�ef= fB \ A; B 2 A g, et1



la probabilit�e mA d�ef= 1m(A)mjAA . La transformation induite par T sur A estl'automorphisme TA de l'espace de Lebesgue (A;AA; mA) d�e�ni parTA x d�ef= T rA(x)x;o�u rA(x) d�ef= inffk � 1; T kx 2 Ag est le temps de retour de x en A, qui est�ni pour presque tout x dans A par le th�eor�eme de r�ecurrence de Poincar�e.Pour p � 1, on d�e�nit �egalement de fa�con �evidente le p-i�eme temps de retouren A, not�e rpA, de sorte que pour presque tout x dans A,T pA x = T rpA(x)x:L'induction conserve l'ergodicit�e, mais de multiples travaux prouventque d'autres propri�et�es spectrales peuvent être gagn�ees ou perdues en in-duisant. Ainsi, Conze ([2]) et Hansel ([5]) ont �etabli que T pouvait toujoursinduire une transformation ayant une valeur propre �x�ee �a l'avance (ce quipeut aussi être vu comme une cons�equence de la th�eorie de l'�equivalenceau sens de Kakutani, d�evelopp�ee un peu plus tard dans [8]). Inversement,Chacon a montr�e dans [1] que l'on pouvait aussi obtenir par induction parT une transformation faiblement m�elangeante ; ce r�esultat fut am�elior�e parFriedman et Ornstein, qui prouvent dans [4] que l'on peut même induireune transformation m�elangeante. De plus, l'ensemble des A pour lesquelsTA poss�ede l'une de ces propri�et�es spectrales est toujours dense dans A , latribu A �etant munie de la distanced(A;B) d�ef= m(A�B)(on identi�e deux ensembles de di��erence sym�etrique n�egligeable).On se propose ici de renforcer encore le r�esultat de Friedman et Ornstein,en montrant comment construire A tel que le type spectral maximal de TAsoit �equivalent �a la mesure de Lebesgue. Cette propri�et�e, qui implique lem�elange en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue, peut se caract�eriser dela fa�con suivante : il existe une famille d�enombrable (fn), dense dans le sous-espace de L2 form�e des fonctions de moyenne nulle, telle que pour tout n,la mesure spectrale de fn soit �equivalente �a la mesure de Lebesgue. On nesait pas si cela entrâ�ne le spectre de Lebesgue.Il est d�ej�a connu que T induit le spectre de Lebesgue dans les deux cassuivants : si T est d'entropie strictement positive, car alors T induit un K-syst�eme (voir [9]), ou si T est d'entropie nulle et lâchement Bernoulli (parexemple si T est une rotation irrationnelle), car le ot horocyclique est lui-même d'entropie nulle et lâchement Bernoulli (voir [10]), et a spectre deLebesgue.1.2 Mesure spectrale induiteSi A 2 A est de mesure non nulle, pour tout f 2 L2(m), f jA est dansL2(mA). On note alors �f;A la mesure spectrale de f jA sous l'action de TA.2



Lemme 1 Soit (An)n2Nune suite d'�el�ements de A , et A 2 A . On supposeque A et tous les An sont de mesure non nulle, et quem(A�An) ����!n!+1 0:Alors pour toute fonction f dans L1(m), on a�f;An w�������!n!+1 �f;A:Preuve | Il su�t de montrer que pour tout p � 0,d�f;An (p) ����!n!+1 d�f;A (p):C'est �evident pour p = 0, on suppose donc p � 1. �Etant donn�e " > 0,choisissons un entier N assez grand pour quem (fx 2 A / rpA(x) > N g) � ";puis prenons n assez grand pour queN m(A�An) < "; et ����1� m(A)m(An) ���� < ":Posons B d�ef= SNj=1 T�j(A�An) ; alors m(B) < ", et si x dans A \ An \ Bcest tel que rpA(x) � N , alors rpA(x) = rpAn(x). On a doncj d�f;An (p)� d�f;A (p)j= ���� 1m(A) ZA f �f � T rpA dm� 1m(An) ZAn f �f � T rpAn dm����� kfk21m(A) �����1� m(A)m(An) ����+m(A�An) +m(rpA > N) +m(B)�� 4 " kfk21m(A) :2 �Etalement d'une mesure spectrale par produitgauche avec un Bernoulli�Etant donn�e un nombre r�eel � 2 ]0; 1[, on d�e�nit sur l'espace
 d�ef= f1; 2gZla probabilit�e P�, sous laquelle les coordonn�ees (!p)p2Zd'un point ! 2 
sont des variables al�eatoires ind�ependantes v�eri�ant, pour tout entier p,P�(!p = 1) = 1� �:3



Le d�ecalage des coordonn�ees, not�e S, d�e�nit sur 
 muni de la probabilit�eP� un syst�eme dynamique de Bernoulli.(X;A ; m; T ) �etant un syst�eme dynamique ergodique, on d�e�nit sur l'es-pace 
�X la transformation ~T par~T (!; x) d�ef= (S!; T!0x):Cette transformation est appel�ee un produit gauche de S et T ; elle pr�eservebien sûr la mesure produit, et certaines de ses propri�et�es ont �et�e �etudi�eespar I. Meilijson ([7]), dans un cadre un peu plus g�en�eral. Meilijson d�emontrele r�esultat suivant, utilis�e notamment par Ornstein et Smorodinsky dans [9].Th�eor�eme 2 (Meilijson) Le produit gauche ~T d�e�ni ci-dessus est un K-syst�eme.On n'aura pas besoin ici de ce th�eor�eme, mais il a n�eanmoins inspir�e letravail qui va suivre.2.1 �Etude d'une mesure spectrale dans le produit gaucheSoit f 2 L2(m), de moyenne nulle (ce qui assure que �f(f0g) = 0, car Test ergodique). On d�e�nit sur 
 � X la fonction ~f par ~f(!; x) d�ef= f(x),et on note � ~f la mesure spectrale de ~f sous l'action de ~T . Un K-syst�emeayant toujours spectre de Lebesgue, le th�eor�eme de Meilijson �enonc�e ci-dessus laisse pr�evoir que � ~f est absolument continue par rapport �a �. L'�etudequi va suivre con�rme ce r�esultat, et montre même que � ~f est �equivalente �a�. On a c� ~f(0) =  ~f2L2(P�
m) = kfk2L2(m) = c�f(0);puis, pour p � 1,c� ~f (p) = Z
�X ~f ~f � ~T p d(P� 
m)= Z
 dP�(!)�ZX f(x) �f(T!0+���+!p�1x) dm(x)�= Z
 dP�(!)�ZTe�i(!0+���+!p�1)�d�f (�)�= ZTd�f(�)�Z
 e�i(!0+���+!p�1)�dP�(!)�= ZT�r�� ei��� �p d�f (�);o�u r�� � 0 et ��� 2 T sont d�e�nis parr�� ei��� d�ef= Z
 e�i!0�dP�(!) = (1� �)e�i� + �e�2i� : (1)Si p < 0, on a en�n c� ~f (p) = c� ~f(�p):4



Ce calcul montre d�ej�a que, � �etant �x�e, la mesure spectrale � ~f de ~f dansle produit gauche ne d�epend que de la mesure spectrale de f sous l'actionde T . Ceci nous am�ene �a poser la d�e�nition suivante.D�e�nition 3 Si � est une mesure positive �nie surTqui v�eri�e �(f0g) = 0,et si � 2 ]0; 1[, on appelle �-�etal�ee de � la mesure sur T, not�ee (�)�, dont lescoe�cients de Fourier sont donn�es pard(�)� (0) d�ef= b�(0) = �(T);pour p > 0; d(�)� (p) d�ef= ZT�r�� ei��� �p d�(�);o�u r�� et ��� sont d�e�nis par (1),et pour p < 0; d(�)� (p) d�ef= d(�)� (�p):2.2 Propri�et�es de la �-�etal�ee d'une mesure �.Proposition 4 Soit � une mesure �nie non nulle surT, telle que �(f0g) = 0;et soit � 2 ]0; 1[. La �-�etal�ee de � est toujours �equivalente �a �, sa densit�e �etantdonn�ee par d(�)�d� (t) = ZTf�t(�) d�(�);o�u f�t(�) d�ef= 1� r2��1 + r2�� � 2 r�� cos(��� + t) :Cette densit�e est continue et strictement positive sur Tn f0g. En�n, la �-�etal�ee de � reste �egale �a �.Preuve | Pour n � 1, notons �n la mesure sur Td�e�nie pard�nd� d�ef= 1� 11]�1=n;1=n[:On a pour tout p 2Z��� d(�n)� (p)��� = �����ZTn]�1=n;1=n[�r�� ei��� �jpj d�(�)����� ;d'o�uXp2Z��� d(�n)� (p)��� � Xp2ZZTn]�1=n;1=n[ rjpj�� d�(�)= ��Tn]� 1=n; 1=n[�+ 2 ZTn]�1=n;1=n[ r��1� r�� d�(�)< +1;car maxnr�� ; � 2 Tn]� 1=n; 1=n[o < 1:5



On en d�eduit que (�n)� est absolument continue par rapport �a �, et que sadensit�e vaut'n(t) d�ef= d(�n)�d� (t)= Xp2Zd(�n)� (p) eipt (2)= ZTn]�1=n;1=n[0@1 + 2<e 0@Xp�1 rp��eip(���+t)1A1A d�(�)= ZTn]�1=n;1=n[ f�t(�) d�(�):Comme f�t(�) � 0, la suite des densit�es ('n) est croissante ; notons ' salimite. Puisque �(f0g) = 0, on a'(t) = ZTf�t(�) d�(�);et ZT'(t) d�(t) = limn ZT'n(t) d�(t)= limn �n(T)= �(T):Appelons provisoirement � la mesure dont la densit�e par rapport �a � vaut'. On a aussi, pour tout p 2Zb�(p) = ZT'(t)e�ipt d�(t)= limn ZT'n(t)e�ipt d�(t)= limn d(�n)� (p)= d(�)� (p);et donc � = (�)�.Par ailleurs, comme r�� < 1 d�es que � 6= 0, il est clair que '(t) > 0 si �est non nulle. La �-�etal�ee de � est donc �equivalente �a �.Puis, on voit facilement que 'n est continue sur T (car la s�erie (2)converge normalement sur T). Pour montrer la continuit�e de ' sur Tn f0g,il su�t donc de prouver que pour tout  > 0, 'n converge uniform�ementsur Tn]� ; [. Or, on a clairement��� ����!�!0 0;et donc,  > 0 �etant �x�e, d�es que n est assez grand on a8t 2 Tn]� ; [; 8� 2 ]� 1=n; 1=n[; cos(��� + t) < cos(=2):6



Ainsi, si n est assez grand, on a pour tout t 2 Tn]� ; [,j'n(t)� '(t)j � Z]�1=n;1=n[ 1� r2��1 + r2�� � 2 r�� cos(=2) d�(�)����!n!+1 0:En�n, remarquons que pour tout p > 0,d(�)� (p) = ZT�(1� �)e�i� + �e�2i��p d�(�)= pXk=0Ckp(1� �)p�k�k ZTe�i(p+k)�d�(�) = 0:On a donc bien (�)� = �, ce qui ach�eve la preuve de la proposition 4.Des r�esultats qui viennent d'être �etablis, on d�eduit facilement un corol-laire utile dans la suite.Corollaire 5 Pour tout t 6= 0, on aZTf�t(�) d�(�) = 1:2.3 Approximations de la �-�etal�ee de �f par induction.On �xe ici un r�eel � 2 ]0; 1=2[, et une fonction simple de moyenne nullef = LXl=1 �l 11Pl ;o�u les �l sont des nombres complexes, etP d�ef= fP1; : : : ; PLg est une partition�nie de X .Prenons un entier h � 3. Le lemme de Rokhlin-Halmos assure qu'il existeun F dans A tel que� F; TF; : : : ; T h�1F sont deux �a deux disjoints,� m �X nSh�1j=0 T jF� < 1=h,� F est ind�ependant de la partition Q d�ef= Wh�1j=0 T�jP.Pour k � 1, soit Sk d�ef= f1; 2gk. Si s = (s0; : : : ; sk�1) 2 Sk , on noteP�(s) d�ef= P�(!0 = s0; : : : ; !k�1 = sk�1):On peut partitionner F en 2h parties not�ees Fs; s 2 Sh, de telle sorte que,pour tout atome Q de Q, et tout s 2 Sh, on aitm(Fs \ Q) = m(F )m(Q)P�(s):7



Posons aussi, pour s = (s0; : : : ; sh�1) 2 Sh,r(s) d�ef= max fj � 0 / s0 + � � �+ sj � h � 1g :On d�e�nit en�n B 2 A parB d�ef= [s2Sh T s0Fs [ T s0+s1Fs [ � � � [ T s0+���+sr(s)Fs:Lemme 6 �Etant donn�e " > 0, si on choisit h assez grand, l'ensemble Bconstruit ci-dessus v�eri�e m(B) > 1� 2�; (3)et dw��(�f)�; �f;B� < ": (4)Preuve | On v�eri�e facilement queX nB � F [ 0@X n h�1[j=0 T jF1A [ TD;o�u D d�ef= h�2[j=0 [s2Shsj=2 T jFs:Or, j �etant �x�e, on a m0BB@ [s2Shsj=2 T jFs1CCA = � m(F );et donc, d�es que h est assez grand,m(X nB) < 2=h+ � < 2�;ce qui prouve (3).Pour �etablir (4), il su�t de voir que, �etant donn�e p 2 N, d�f;B (p) estarbitrairement proche de d(�f )� (p) pour h assez grand. Pour cela, �ecrivonsd�f;B (p) sous la formed�f;B (p) = 1m(B) �ZB1 f �f � T pB dm+ ZB2 f �f � T pB dm� ;avec B1 d�ef= B \ (TF [ T 2F [ � � � [ T h�1�2pF ); et B2 d�ef= B nB1:Comme m(B2) � 2p=h, pour h assez grand, en utilisant (3) on obtient���� 1m(B) ZB2 f �f � T pB dm���� � 11� 2� 2ph kfk21 : (5)8



Puis, pour j 2 f1; : : : ; h� 1� 2pg, on aZB\T jF f �f � T pB dm = Xs2Sh9k; s0+���+sk=j ZT jFs f �f � T sk+1+���+sk+p dm:Or, par construction de Fs, T jFs est �a chaque fois ind�ependant de la parti-tion P _ T�(sk+1+���+sk+p)P. Dans le second membre de l'�egalit�e ci-dessus,on a doncZT jFs f �f � T sk+1+���+sk+p dm = m(Fs) ZX f �f � T sk+1+���+sk+p dm:En �ecrivant m(Fs) = m(F )P�(s) = m(F )P�(s0; : : : ; sk)P�(sk+1; : : : ; sk+p),on obtientZB\T jF f �f � T pB dm = 0@m(F ) Xs0+���+sk=j P�(s0; : : : ; sk)1A �X(sk+1 ;:::;sk+p)2SpP�(sk+1; : : : ; sk+p) ZX f �f � T sk+1+���+sk+p dm= m(B \ T jF ) d(�f)� (p);d'o�u 1m(B) ZB1 f �f � T pB dm = m(B1)m(B) d(�f)� (p): (6)Or, si h est assez grand pour avoir (3), on a1� 2ph(1� 2�) � m(B1)m(B) � 1:On d�eduit alors facilement (4) de (5) et (6).Observons maintenant que l'ensemble B construit pr�ec�edemment est in-d�ependant de P, ce qui entrâ�neZB f dm = 0:En�n, il n'est pas di�cile de voir que cette construction peut s'e�ectueren traitant simultan�ement un nombre �ni de fonctions simples de moyennenulle. En conclusion de cette partie, on peut donc formuler la propositionsuivante.Proposition 7 Si � est un nombre r�eel dans ]0; 1=2[, et si f1; : : : ; fn sont nfonctions simples de moyenne nulle surX , pour tout " > 0 on peut construireB 2 A , ind�ependant de chaque fi, v�eri�antm(B) > 1� 2�;et pour tout i 2 f1; : : : ; ng,dw��(�fi)�; �fi;B� < ":9



3 Induction du type spectral maximal �equivalent�a la mesure de Lebesgue3.1 Contrôle de la densit�eLemme 8 Soit  un r�eel �x�e dans ]0; �[, soit " 2 ]0; 1[, et soient a < b deuxr�eels strictement positifs. On se donne une probabilit�e � sur T, absolumentcontinue par rapport �a �.Si � v�eri�e 8t 2 Tn]� ; [; a � d�d�(t) � b;alors, pour � 2 ]0; 1[ assez petit, il existe � > 0 tel que, pour toute mesure�nie � v�eri�ant dw�(�; �) < �, on ait8t 2 Tn]� (1 + "); (1+ ")[; a(1� ") � d(�)�d� (t) � b(1 + "):Preuve | Observons tout d'abord quer� d�ef= min�2Tr�� = 1� 2� ����!�!0 1;et max�2Tj��� + � j ����!�!0 0:Choisissons donc � assez petit pour quemax�2Tj��� + � j < "=2; (7)et 1� r2�1 + r2� � 2 cos("=2) < ("=3)minfb; 1g: (8)Pour tout t 2 Tn]� (1 + "); (1+ ")[, on peut �ecrired(�)�d� (t) = Z]�;[ f�t(�) d�(�) + ZTn]�;[ f�t(�) d�(�): (9)Dans la premi�ere int�egrale, on a grâce �a (7) ��� 2 ]� (1+ "=2); (1+ "=2)[,d'o�u cos(��� + t) < cos("=2). On a doncf�t(�) < 1� r2�1 + r2� � 2 cos("=2) < ("=3)minfb; 1g;et comme �(T) = 1, Z]�;[ f�t(�) d�(�) < "b=3: (10)On a aussi Z]�;[ f�t(�) d�(�) < "=3: (11)10



Dans la seconde int�egrale de (9), on v�eri�e a � d�d�(�) � b. En utilisant lecorollaire 5 et (11), on en d�eduitZTn]�;[ f�t(�) d�(�) � a ZTn]�;[ f�t(�) d�(�)= a 1� Z]�;[ f�t(�) d�(�)!� a(1� "=3): (12)Le corollaire 5 donne aussiZTn]�;[ f�t(�) d�(�) � b ZTf�t(�) d�(�) = b: (13)De (10), (12) et (13), on tire8t 2 Tn]�=(1+"); =(1+")[; a(1�"=3) � d(�)�d� (t) � b(1+"=3): (14)Puis, � �etant �x�e assez petit pour avoir (14), la famille de fonctionsnf�t; t 2 Tn]� =(1+ "); =(1+ ")[oforme un compact de C(T).On peut donc trouver une partie �nie ft1; : : : ; trgde Tn]� =(1+ "); =(1+ ")[ telle que8t 2 Tn]� =(1+ "); =(1+ ")[; 9j 2 f1; : : : ; rg; f�tj � f�t1 < "a=6:(15)On peut ensuite trouver � > 0 tel que, pour toute mesure positive �nie �sur Tv�eri�ant dw�(�; �) < �, on ait �(T)� 2, et pour tout j 2 f1; : : : ; rgZTf�tj d� � ZTf�tj d� � "a=3 � a(1� 2"=3);et ZTf�tj d� � ZTf�tj d� + "b=3 � b(1 + 2"=3):Ainsi, pour tout t 2 Tn]� =(1 + "); =(1+ ")[, en choisissant j donn�epar (15), on a d�es que dw�(�; �) < �d(�)�d� (t) = ZTf�t d� � ZTf�tj d� � 2 f�tj � f�t1 � a(1� ");et de même d(�)�d� (t) � b(1 + "):11



3.2 Induction d'une mesure spectrale �equivalente �a la me-sure de LebesgueOn �xe �a nouveau une fonction simple dans L2(m)f = LXl=1 �l 11Pl ;avec kfkL2 > 0 et RX f dm = 0. On note P la partition fP1; : : : ; PLg.Proposition 9 �Etant donn�e " 2 ]0; 1[, on peut toujours trouver A 2 A ,avec m(A) > 1 � ", tel que la mesure spectrale �f;A de f jA pour TA soit�equivalente �a la mesure de Lebesgue.Preuve | On �xe tout d'abord une suite ("n)n�1 de r�eels strictement po-sitifs, telle que +1Yn=1(1� "n) > max f1=2 ; 1� "g;et +1Yn=1(1 + "n) < 2:On pose aussi "0 d�ef= 0.On va construire par r�ecurrence une suite (An)n2Nd�ecroissante dans A ,avec A0 d�ef= X , deux suites (an)n2Net (bn)n2Nde r�eels strictement positifs,et une suite (�n)n2Nde r�eels tels que pour tout n, �n 2 ]0; "n+1[. Ces suitesdevront v�eri�er les propri�et�es suivantes, pour tout n � 0.(1)n | m(An) � (1� "0)(1� "1) : : :(1� "n)(2)n | An est ind�ependant de P,(3)n | si n � 1, dw���f;An ; (�f;An�1)�n�1� < 2�n,(4)n | pour tout j 2 f0; : : : ; ng, on a8t 2 Tn]� 2�(j+1)(1+ "j+1) : : :(1+ "n) ; 2�(j+1)(1+ "j+1) : : :(1+ "n)[ ;d(�f;An)�nd� (t) � aj(1� "j) : : :(1� "n) � aj=2; (16)et d(�f;An)�nd� (t) � bj(1 + "j) : : :(1 + "n) � 2bj; (17)(en convenant que, si j = n, (1 + "j+1) : : :(1 + "n) d�ef= 1).Supposons ces suites d�ej�a construites, et montrons alors que l'ensembleA d�ef= Tn2NAn convient. Puisque (1)n est v�eri��ee pour chaque n, il est clairque m(A) > 1� ". Remarquons ensuite que, chaque An �etant ind�ependant12



de P, A est lui-même ind�ependant de P, et donc RA f dm = 0 ; on en d�eduitque �f;A(f0g) = 0: (18)Puis, comme f est born�ee, on peut appliquer le lemme 1 qui donne�f;An w�������!n!+1 �f;A:Par (3)n, on a donc aussi(�f;An)�n w�������!n!+1 �f;A:On en d�eduit que, pour tout j � 0, �f;A est la limite d'une suite de mesures�equivalentes �a �, dont les densit�es surTn]�2�j; 2�j [ sont toujours comprisesentre aj=2 et 2bj. Ce r�esultat ajout�e �a (18) prouve que �f;A est �equivalente�a �.Il reste �a voir comment construire les suites annonc�ees. Commen�conspar choisir arbitrairement un r�eel �0 2 ]0; "1=2[. Grâce �a la proposition 4, onsait que (�f;A0)�0 = (�f )�0 est �equivalente �a �, sa densit�e �etant continue etstrictement positive sur Tn f0g. On a donca0 d�ef= min�d(�f)�0d� (t); t 2 Tn]� 1=2; 1=2[� > 0;et b0 d�ef= max�d(�f)�0d� (t); t 2 Tn]� 1=2; 1=2[� < +1:En utilisant le lemme 8, on peut choisir �1 2 ]0; "2=2[ assez petit pour qu'ilexiste �1 > 0 v�eri�ant : pour toute mesure �nie � telle que dw���; (�f)�0� <�1, pour tout t 2 Tn]� (1 + "1)=2; (1+ "1)=2[ ,(1� "1)a0 � d(�)�1d� (t) � (1 + "1)b0:Puis, la proposition 7 assure qu'il existe A1 2 A tel que� m(A1) > 1� 2�0 > 1� "1,� A1 est ind�ependant de P,� dw��(�f)�0 ; �f;A1� < min f�1; 1=2g.On pose alorsa1 d�ef= min�d(�f;A1)�1d� (t); t 2 Tn]� 1=4; 1=4[� ;b1 d�ef= max�d(�f;A1)�1d� (t); t 2 Tn]� 1=4; 1=4[� :�A ce stade, les propri�et�es (1)n; : : : ; (4)n sont v�eri��ees pour n = 0; 1.13



Supposons maintenant connusA0; : : : ; An, a0; : : : ; an, b0; : : : ; bn et �0; : : : ; �nqui v�eri�ent toutes les propri�et�es voulues jusqu'au rang n. On se place dans lecadre du syst�eme dynamique induit par T sur An. En appliquant le lemme 8,on peut choisir �n+1 2 ]0; "n+2[ assez petit pour qu'il existe �n+1 > 0 v�eri-�ant : pour toute mesure �nie � telle que dw���; (�f;An)�n� < �n+1, pourtout j 2 f0; : : : ; ng, on a8t 2 Tn]� 2�(j+1)(1 + "j) � � �(1 + "n+1); 2�(j+1)(1 + "j) � � �(1 + "n+1)[ ;aj(1� "j) � � �(1� "n+1) � d(�)�n+1d� (t) � bj(1 + "j) � � �(1 + "n+1):On utilise alors la proposition 7 pour trouver An+1 � An, tel que� m(An+1) > (1� 2�n)m(An) > (1� "1) � � �(1� "n+1),� An+1 est ind�ependant de P,� dw���f;An+1 ; (�f;An)�n� < min f�n+1; 2�(n+1)g.On pose en�nan+1 d�ef= min(d(�f;An+1)�n+1d� (t); t 2 Tn i�2�(n+2); 2�(n+2)h) ;bn+1 d�ef= max(d(�f;An+1)�n+1d� (t); t 2 Tn i�2�(n+2); 2�(n+2)h) :Alors les propri�et�es (1)n+1; : : : ; (4)n+1 sont v�eri��ees, ce qui prouve qu'il estpossible de construire les suites annonc�ees par r�ecurrence.3.3 Obtention du r�esultat annonc�eTh�eor�eme 10 Si (X;A ; m; T ) est un syst�eme dynamique ergodique, l'en-semble des A 2 A pour lesquels le type spectral maximal de TA est �equiva-lent �a � est dense dans A .Preuve | Il su�t de montrer que pour tout " > 0, il existe A 2 A avecm(A) > 1�", tel que TA ait la propri�et�e annonc�ee. Pour cela, on se �xe unesuite (fn)n2Nde fonctions simples et de moyenne nulle sur X , dense dansL20(m) d�ef= �f 2 L2(m) �ZX f dm = 0� :Pour tout C 2 A de mesure strictement positive, et tout n � 0, on posef (C)n d�ef= fnjC � ZC fn dm 2 L20(mB):La proposition 9 peut facilement se g�en�eraliser de sorte �a traiter simul-tan�ement un nombre �ni de fonctions simples dans L20(m). Par la même14



m�ethode que dans la preuve de cette proposition, on construit l'ensemble Acherch�e comme l'intersection d'une suite d�ecroissante (An)n2N, l'ensembleAn+1 �etant construit �a partir de An pour traiter simultan�ement les n + 1fonctions simples f (A0)0 jAn ; f (A1)1 jAn ; : : : ; f (An)n jAn dans L20(mAn) (les d�etailsde cette construction sont laiss�es au lecteur). On obtient ainsi A tel que,pour tout n � 0, la mesure spectrale de f (A)n sous l'action de TA est �equiva-lente �a �. Or, la suite (fn)n2N�etant dense dans L20(m), la suite �f (A)n �n2Nest elle-même dense dans L20(mA). La transformation induite par T sur A adonc un type spectral maximal �equivalent �a le mesure de Lebesgue.R�ef�erences[1] R.V. Chacon. Change of velocity in ows. Journal of Mathematicsand Mechanics, 16(5) : 417{431, 1966.[2] J.P. Conze. �Equations fonctionnelles et syst�emes induits en th�eorieergodique. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., 23 : 75{82, 1972.[3] I.P.Cornfeld, S.V. Fomin, et Ya.G. Sinai. Ergodic Theory. Springer-Verlag, 1982.[4] N.A. Friedman et D.S. Ornstein. Ergodic transformations inducemixing transformations. Advannces in Mathematics, 10 : 147{163, 1973.[5] G. Hansel. Automorphismes induits et valeurs propres. Z. Wahr-scheinlichkeitstheorie verw. Geb., 25 : 75{82, 1973.[6] S. Kakutani. Induced measure preserving transformations. Proc.Acad. Tokyo, 19 : 635{641, 1943.[7] I. Meilijson. Mixing properties of a class of skew-products. IsraelJournal of Mathematics, 19 : 266{270, 1974.[8] D.S. Ornstein, D.J. Rudolph, et B. Weiss. Equivalence of MeasurePreserving Transformations. Memoirs of the American MathematicalSociety 262, 1982.[9] D.S. Ornstein et M. Smorodinsky. Ergodic ows of positive entropycan be time changed to become K-ows. Israel Journal of Mathematics,26 : 75{83, 1977.[10] M. Ratner. Horocycle ows are loosely Bernoulli. Israel Journal ofMathematics, 31 : 122{131, 1978.15


