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Résumé

On montre ici que tout automorphisme ergodique d’un espace de
Lebesgue induit, sur une famille dense de parties de ’espace, des trans-
formations dont le type spectral maximal est équivalent & la mesure de
Lebesgue.

Ergodicity induces a Lebesgue maximal spectral type

Abstract

It is shown that every ergodic automorphism of a Lebesgue space
induces, on a dense class of sets, some transformations whose maximal
spectral type is equivalent to the Lebesgue measure.

1 Introduction et notations

On désigne par T un automorphisme ergodique de l'espace de Lebesgue
(X,</,m).Si f € L*(m), on note o la mesure spectrale de f sous I’action
de T, c’est-a-dire la mesure positive finie sur le cercle T,identifié a I'intervalle
] — m, 7], dont les coefficients de Fourier sont donnés par
- déf .
VpeZ, o5(p) = (f.foT)p2(m-
On munit ’ensemble des mesures positives finies sur T de la topologie de

la convergence faible ; cette topologie étant métrisable, on fixe une distance
dy+ qui la définit. On note enfin A la mesure de Lebesgue normalisée sur T.

1.1 Induction et propriétés spectrales

Kakutani ([6]) a introduit en 1943 la notion de transformation induite par
T sur une partie mesurable non négligeable de X. Pour tout A € & de

mesure strictement positive, on définit la tribu &4 e {BNA, Becd},et
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la probabilité m 4 4 (A . La transformation induite par T sur A est

m|£i/A
I’automorphisme Ty de 'espace de Lebesgue (A, @74, m4) défini par

Ty et TTA(QU)JU,

ou r4(x) 4 inf{k > 1, TFz € A} est le temps de retour de z en A, qui est
fini pour presque tout  dans A par le théoreme de récurrence de Poincaré.
Pour p > 1, on définit également de facon évidente le p-ieme temps de retour
en A, noté rj, de sorte que pour presque tout x dans A,

Tha = Tra@) g

L’induction conserve 'ergodicité, mais de multiples travaux prouvent
que d’autres propriétés spectrales peuvent étre gagnées ou perdues en in-
duisant. Ainsi, Conze ([2]) et Hansel ([5]) ont établi que 7" pouvait toujours
induire une transformation ayant une valeur propre fixée a ’avance (ce qui
peut aussi étre vu comme une conséquence de la théorie de 1’équivalence
au sens de Kakutani, développée un peu plus tard dans [8]). Inversement,
Chacon a montré dans [1] que I'on pouvait aussi obtenir par induction par
T une transformation faiblement mélangeante ; ce résultat fut amélioré par
Friedman et Ornstein, qui prouvent dans [4] que 1’on peut méme induire
une transformation mélangeante. De plus, I’ensemble des A pour lesquels
T4 possede I'une de ces propriétés spectrales est toujours dense dans 7, la
tribu &/ étant munie de la distance

d(A, B) ¥ m(AAB)

(on identifie deux ensembles de différence symétrique négligeable).

On se propose ici de renforcer encore le résultat de Friedman et Ornstein,
en montrant comment construire A tel que le type spectral maximal de T4
soit équivalent a la mesure de Lebesgue. Cette propriété, qui implique le
mélange en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue, peut se caractériser de
la fagon suivante : il existe une famille dénombrable ( f,,), dense dans le sous-
espace de L? formé des fonctions de moyenne nulle, telle que pour tout n,
la mesure spectrale de f,, soit équivalente a la mesure de Lebesgue. On ne
sait pas si cela entraine le spectre de Lebesgue.

Il est déja connu que T induit le spectre de Lebesgue dans les deux cas
suivants : si T est d’entropie strictement positive, car alors T induit un K-
systeme (voir [9]), ou si T est d’entropie nulle et lachement Bernoulli (par
exemple si T est une rotation irrationnelle), car le flot horocyclique est lui-
méme d’entropie nulle et lachement Bernoulli (voir [10]), et a spectre de
Lebesgue.

1.2 Mesure spectrale induite

Si A € o est de mesure non nulle, pour tout f € L%*(m), f|A est dans

Lz(mA). On note alors oy 4 la mesure spectrale de f|A sous 'action de T'y4.



Lemme 1 Soit (A, )nen une suite d’éléments de 7, et A € o/. On suppose
que A et tous les A, sont de mesure non nulle, et que

m(AAA,) —— 0.

n—4oco

Alors pour toute fonction f dans L*°(m), on a

w*

Uf7An n— 00 O-f7A'

Preuve — 1l suffit de montrer que pour tout p > 0,

JE—

0fA, (P) —— d5a(p).

n—4oco

(C’est évident pour p = 0, on suppose donc p > 1. Etant donné ¢ > 0,
choisissons un entier N assez grand pour que

m{{z e [rh(z)>N}) < ¢,
puis prenons n assez grand pour que
A
Nm(AAA,) < e, et ‘1 _mA)
m(An)

Posons B &' Ué\le T=1(AAA,) ; alors m(B) < ¢, et si « dans AN A, N B°
est tel que r(z) < N, alors rj(x) = r} (). On a donc

07,40 () = 77,4 ()]

1 r 7’5 _ 70 sz‘:n
= Jam [yo7e s [ g7e
2
A
<t (=il emasao s mi> 0 nis)
[Fi[
=y

]

2 Etalement d’une mesure spectrale par produit
gauche avec un Bernoulli

Etant donné un nombre réel § € 10, 1[, on définit sur I’espace
o ¥ g e

la probabilité Ps, sous laquelle les coordonnées (wy),ez d'un point w € Q
sont des variables aléatoires indépendantes vérifiant, pour tout entier p,

Ps(w,=1) = 1-4.



Le décalage des coordonnées, noté 5, définit sur {2 muni de la probabilité
Ps un systeme dynamique de Bernoulli.

(X, o, m,T) étant un systéeme dynamique ergodique, on définit sur I’es-
pace  x X la transformation 7" par

T(w, ) & (Sw,T“%z).

Cette transformation est appelée un produit gauche de § et T ; elle préserve
bien str la mesure produit, et certaines de ses propriétés ont été étudiées
par I. Meilijson ([7]), dans un cadre un peu plus général. Meilijson démontre
le résultat suivant, utilisé notamment par Ornstein et Smorodinsky dans [9].

Théoréme 2 (Meilijson) Le produit gauche T défini ci-dessus est un K-
systeme.

On n’aura pas besoin ici de ce théoreme, mais il a néanmoins inspiré le
travail qui va suivre.

2.1 Etude d’une mesure spectrale dans le produit gauche

Soit f € L*(m), de moyenne nulle (ce qui assure que o4({0}) = 0, car T
est ergodique). On définit sur © x X la fonction f par f(w,x) e f(a),
et on note o¢ la mesure spectrale de f sous 'action de T. Un K-systeme
ayant toujours spectre de Lebesgue, le théoréeme de Meilijson énoncé ci-
dessus laisse prévoir que 0§ est absolument continue par rapport a A. L’étude

qui va suivre confirme ce résultat, et montre méme que 0 est équivalente a

A.

On a
2

770) = |7]

puis, pour p > 1,

_ 2 _ =
vty = Mgy = 50,

) = [ FFeTrawpem)
= [ aryw) ( [ 1) f(T“’°+"'+“’P—1ac)dm(ac))
= | dPs(w) ( /T €_i(w0+m+wp_1)7daf(7'))

ol r5; > 0 et Os. € T sont définis par
rs, etfor X / eTOTdPs(w) = (1—6)e™ 4§77, (1)
Q

Sip < 0,on aenfin




Ce calcul montre déja que, 6 étant fixé, la mesure spectrale of de f dans
le produit gauche ne dépend que de la mesure spectrale de f sous 'action
de T. Ceci nous amene a poser la définition suivante.

Définition 3 Si o est une mesure positive finie sur T qui vérifie o({0}) = 0,
et si 6 €10,1[, on appelle §-étalée de o la mesure sur T, notée (¢)s, dont les
coefficients de Fourier sont donnés par

)

(0)s(0) £ 5(0) = o(T),
pour p > 0, (Tfjg(p) X /T(T(sTew‘”)pda(T),

ou 75 et s, sont définis par (1),

[}
n

)

pu——

et pour p <0, (0)s(p) £ (o)s(—p)-

2.2 Propriétés de la 6-étalée d’une mesure o.

Proposition 4 Soit ¢ une mesure finie non nulle sur T, telle que 0({0}) = 0,
et soit 6 €10, 1]. La é-étalée de o est toujours équivalente a A, sa densité étant
donnée par

d(0)s

o0 = [ fulr)dotr),

déf 1—rf
Jar(T) = " .
() L+l —2rs, cos(fs, + 1)
Cette densité est continue et strictement positive sur T \ {0}. Enfin, la 6-
étalée de A reste égale a A.

ol

Preuve — Pour n > 1, notons ¢, la mesure sur T définie par

doy, det
T L= Wy 1/n1/n[

On a pour tout p € Z

JE—

(02)s (p)] =

b

0.\ 17l
or d ( )
Tsr € ol
/T\]—l/n,l/n[( )

d’ou
@i < X | 1l do(r)
YE‘ ‘ 7% T\ <1/n1/n[
Tsr
= o(T\]-1/n,1/n[) +2 d
o (T\ = 1/n, 1/n[) i T 4o ()

< o0,

car

max{r&, TET\]—l/n,l/n[} < 1.



On en déduit que (0,)s est absolument continue par rapport a A, et que sa
densité vaut

e d(on)
palt) < d&ﬁw
= Y (@ (p) e (2)

(
S~

fsi(T)do(T).
T\]-1/n,1/n[ t( ) ( )

Comme f5(7) > 0, la suite des densités () est croissante ; notons ¢ sa
limite. Puisque o({0}) =0, 0n a

Plt) = [ fulr)do(r),
et
/T A1) dA() = lim /T ou(t) dA(1)

= lim o,(T)
o(T).

Appelons provisoirement v la mesure dont la densité par rapport a A vaut
. On a aussi, pour tout p € Z

v(p)

Jetertan

= lim /T on(H)e™ P dA(1)
= lim ()5 (p)

= (0)s(p),

et donc v = (0)s.

Par ailleurs, comme rs, < 1 dés que 7 # 0, il est clair que ¢(t) > 0si o
est non nulle. La ¢-étalée de o est donc équivalente a A.

Puis, on voit facilement que ¢, est continue sur T (car la série (2)
converge normalement sur T'). Pour montrer la continuité de ¢ sur T \ {0},
il suffit donc de prouver que pour tout v > 0, ¢, converge uniformément
sur T\] = v, 7[. Or, on a clairement

057’ - 07
7—0

et donc, v > 0 étant fixé, des que n est assez grand on a

Vi e T\|—v,v[, VT €] = 1/n,1/n[, cos(fs: +1) < cos(v/2).



Alinsi, si n est assez grand, on a pour tout t € T\]—~v,7][,

2
1_T57

ent) = (0] < [ o)

1=1/n,1/n] 1+ TZT — 2715, cos(v/2)
—F 0.
n—-+oo

Enfin, remarquons que pour tout p > 0,
M) = [ (=0 +ae77)" axr)
T
p
= Y Cha- 5)79—’“5’“/@—2'(“’“)7&(7) = 0.
k=0 T

On a donc bien (A)s = A, ce qui achéve la preuve de la proposition 4. m]

Des résultats qui viennent d’étre établis, on déduit facilement un corol-
laire utile dans la suite.

Corollaire 5 Pour toutt # 0, on a
[ Inmrarm) = 1

2.3 Approximations de la 6-étalée de o; par induction.

On fixe ici un réel § €10,1/2[, et une fonction simple de moyenne nulle

L
[ = Z aj ﬂPlv
=1
ou les a; sont des nombres complexes, et & 4 {Py,..., P} est une partition

finie de X.
Prenons un entier & > 3. Le lemme de Rokhlin-Halmos assure qu’il existe
un F dans & tel que

o F\TF, ..., T"1F sont deux & deux disjoints,
o m (X\UZ19F) <1/h,

o I’ est indépendant de la partition 2 et \/?;5 T 2.

Pour k£ > 1, soit 5 cﬁf{l,Q}k. Sis=(sg,...,5k1) € Sk, on note

déf
Ps(s) = Ps(wo = 80y, Wh_1 = Sp_1)-

On peut partitionner F en 2" parties notées Fj, s € Sy, de telle sorte que,
pour tout atome () de 2, et tout s € 5, on ait

m(FsnQ) = m(EF)m(Q) Ps(s).



Posons aussi, pour s = (sg,...,8,-1) € Sh,
r(s) e max{j >0 /sop+---+s; <h-1}.
On définit enfin B € & par

B | TR T F U U T e
SESh

Lemme 6 Etant donné ¢ > 0, si on choisit h assez grand, I'ensemble B
construit ci-dessus vérifie

m(B) > 1- 26, (3)

et dy((0p)s.008) < = (4)

Preuve — On vérifie facilement que

h—1
X\B C FU|X\|JT'F|uTD,
=0
ol
aef h—2 ]
D= |J U 1F..
j:O SESh
55=2

Or, j étant fixé, on a

m| |J T'F | = sm(F),
SESh

55=2
et donc, des que h est assez grand,

m(X\B) < 2/h+6 < 26,

ce qui prouve (3).
Pour établir (4), il suffit de voir que, étant donné p € N, 775 (p) est

arbitrairement proche de (oy)s(p) pour h assez grand. Pour cela, écrivons
71,8 (p) sous la forme

b ) = gy ([, FoThdm [ g FoTham).

avec

By ¥Bn(TFuUT*FU---uT"'"%F), et B, ¥ B\ By.

Comme m(By) < 2p/h, pour h assez grand, en utilisant (3) on obtient

i e Thm| < 2 AR, (5

26h



Puis, pour j € {1,...,h—1—2p},ona

folb dm = / f o Tskt1TFshtp i,
/BﬁTﬂFff B Z TJFSff

SESh
3k, so+-+sp=J

Or, par construction de F,, T7F, est & chaque fois indépendant de la parti-
tion 2 Vv T~(kt1t+5540) . Dans le second membre de I’égalité ci-dessus,

on a donc

/ fFo T+t dm = m(F,) / fF o T ttsitn .
TiF, X

En écrivant m(Fy) = m(F)Ps(s) = m(F)Ps(so,. .., 58)Ps(Skt1s- -, Skhtp)s
on obtient

so+-tsp=J

Z P5(8k+17"'78k+p)/ ffOTSk+1+"'+5k+p dm
X

(Sk411-+5k4p) ESp

= m(BATIF)(o7)s (p).

d’ou

1 _
— oTEdm = o . 6
m(B)/Blff B m(B)( f)5(p) ()
Or, si h est assez grand pour avoir (3), on a

2p m(By)
W1-26) = m(B)

On déduit alors facilement (4) de (5) et (6). O

1—

Observons maintenant que I’ensemble B construit précédemment est in-
dépendant de £, ce qui entraine

/dem: 0.

Enfin, il n’est pas difficile de voir que cette construction peut s’effectuer
en traitant simultanément un nombre fini de fonctions simples de moyenne
nulle. En conclusion de cette partie, on peut donc formuler la proposition
suivante.

Proposition 7 Si 6 est un nombre réel dans 0,1/2[, et si fi,..., f, sontn
fonctions simples de moyenne nulle sur X, pour tout ¢ > 0 on peut construire
B € &, indépendant de chaque f;, vérifiant

m(B) > 1-— 28,

et pour tout i € {1,...,n},

oy ((Ufi)éafffi,B) < e



3 Induction du type spectral maximal équivalent
a la mesure de Lebesgue

3.1 Contréle de la densité

Lemme 8 Soit v un réel fixé dans |0, 7[, soit ¢ € ]0, 1], et soient a < b deux
réels strictement positifs. On se donne une probabilité o sur T, absolument
continue par rapport a A.
Si o vérifie
vt € T\] - 777[7 a < ﬁ(t) < b7
alors, pour ¢ €10, 1] assez petit, il existe p > 0 tel que, pour toute mesure
finie v vérifiant d+(o,v) < p, on ait

d(v)s
dX

Vie T\|—-v(14¢e),7v(1+¢)[, a(l—¢) < (t) < b(1+¢).

Preuve — Observons tout d’abord que

déf .
rs = minrs; = 1—26 —— 1,
T€T §—0

et max |05, + 7| —— 0.
T7€T

—0

Choisissons donc é§ assez petit pour que
max |[0s; + 7| < ~ve/2, (7)
T€ET

1—r?
L+ r?—2cos(ye/2)
Pour tout t € T\] —v(1+4¢),y(1+ ¢)[, on peut écrire

Ch) = [ et 4 [ Jandetn.

et

< (¢/3)min{b, 1}. (8)

Dans la premiere intégrale, on a grace a (7) 05 € | —v(1+¢/2),v(14+¢/2)[,

d’ou cos(fs, +t) < cos(ye/2). On a donc
1—r?

L+ r?—2cos(ye/2)

Ja(m) < < (&/3)min{b, 1},

et comme o(T) =1,
/]_w[f&(r) do(r) < eb/3. (10)

On a aussi

/H Il ) < efs (11)

10



do

Dans la seconde intégrale de (9), on vérifie ¢ < 55(7) < b. En utilisant le

>

corollaire 5 et (11), on en déduit

/T\]—%W[f&(T) do(r) = a/T\]—%W[f&(T) AT
- a (1 - /]_W[ fgt(r)d/\(r))
> a(l—¢/3). (12)
Le corollaire 5 donne aussi
/T\]_W[f&(r) do(r) < b/ngt(r) dA\(r) = b. (13)
De (10), (12) et (13), on tire
d(o)s

vt e T\]—v/(1+e),7/(1+e), a(l—¢/3) < (1) < b(14+¢/3). (14)

dA

Puis, ¢ étant fixé assez petit pour avoir (14), la famille de fonctions

{fos t€ T\ =7/(1+ )7/ + )}

forme un compact de C(T). On peut donc trouver une partie finie {#1,...,%,}

de T\]=~v/(14¢),7/(1+ ¢)| telle que

Ve T\ = /(L4 )7 /(1+ )l Fj e (Lt} |fo, — S < ca/s.
(15)

On peut ensuite trouver p > 0 tel que, pour toute mesure positive finie v
sur T vérifiant dy+(o,v) < p, on ait v(T) < 2, et pour tout j € {1,...,r}

/fgt] dv > /fgt] do—ca/3 > a(l—2¢/3),
T T

et /fét] dv < /fgtj do+4¢b/3 < b(14 2¢/3).
T T

Ainsi, pour tout ¢t € T\]— /(1 +¢),7/(1+ ¢)[, en choisissant j donné
par (15), on a deés que dy+(o,v) < p

dEilj\)é(t) = /ngtdl/ > /Tfétj dV—QHfétj—fétHoo > a(l—e¢),

et de méme
d(v)s
d\

(1) < b(1+e).

11



3.2 Induction d’une mesure spectrale équivalente a la me-
sure de Lebesgue

On fixe & nouveau une fonction simple dans L?(m)

L
f = Zal ﬂPlv
=1

avec ||f]|;2 > 0 et [y fdm = 0. On note 2 la partition {Py,..., Pr}.

Proposition 9 Etant donné ¢ €]0,1[, on peut toujours trouver A € o,
avec m(A) > 1 — ¢, tel que la mesure spectrale oy 4 de f|A pour T4 soit
équivalente a la mesure de Lebesgue.

Preuve — On fixe tout d’abord une suite (5n)n21 de réels strictement po-
sitifs, telle que

+ oo

[[(t-en) > max{1/2,1-¢},

n=1
+oo
et J[(14en) < 2.

n=1

On pose aussi ¢g .

On va construire par récurrence une suite (A, ),en décroissante dans o,
avec Ag e X, deux suites (@, )nen et (by)nen de réels strictement positifs,
et une suite (0, ),en de réels tels que pour tout n, ¢, €10,¢,41[. Ces suites
devront vérifier les propriétés suivantes, pour tout n > 0.

(1), — m(Ay) > (1—¢go)(l—¢e1)...(1—¢p)

(2), — A, est indépendant de 2,

(B —  sin>1, dys (Uf,Ana(Uf,An_l)én_l) < 277,
(4), —  pour tout j € {0,...,n},on a

Ve e T\ = 27Ut (14 eiqq) o (T46,), 270D (U4 ej00) .. (14 2,)],

%(ﬂ > a]‘(l—fi]‘)---(l_gn) > aj/Qv (16)
M(t)

t
¢ 3

b]‘(l—l—a?]‘)...(l—l—én) < 2()]‘, (17)

(en convenant que, si j = n, (1 +¢j51)...(14+¢,) déf 0.

Supposons ces suites déja construites, et montrons alors que I’ensemble
A% Mnen An convient. Puisque (1), est vérifiée pour chaque n, il est clair

que m(A) > 1 — . Remarquons ensuite que, chaque A,, étant indépendant

12



de 22, A est lui-méme indépendant de 2, et donc [, fdm = 0 ; on en déduit
que

o7,4({0}) = 0. (18)
Puis, comme f est bornée, on peut appliquer le lemme 1 qui donne

*

w
Uf7An O-f7A'
n—4oco
Par (3),,, on a donc aussi
w*
(0f,4n )50 —— T4
n—4oco

On en déduit que, pour tout j > 0, o 4 est la limite d’une suite de mesures
équivalentes & A, dont les densités sur T\]—277,27/[ sont toujours comprises
entre a; /2 et 2b;. Ce résultat ajouté a (18) prouve que o 4 est équivalente
a A

Il reste & voir comment construire les suites annoncées. Commencons
par choisir arbitrairement un réel éy €10,y /2[. Grace a la proposition 4, on
sait que (0¢,4,)5, = (0f)s, est équivalente a A, sa densité étant continue et
strictement positive sur T\ {0}. On a donc

ap min{d((z\)éo (t), te T\]— 1/2,1/2[} > 0,

et by & max{%(ﬂ, te T\]—1/2,1/2[} < +oo.

En utilisant le lemme 8, on peut choisir §; € ]0,¢5/2[ assez petit pour qu’il
existe p; > 0 vérifiant : pour toute mesure finie v telle que dy,« (v, (Uf)go) <
p1, pour tout t € T\]— (1 +¢1)/2,(14+¢1)/2[,

(1-e1)ap < d(;/;él(t) < (1+ 1)bo.

Puis, la proposition 7 assure qu’il existe Ay € & tel que
e m(A1) > 1—-28 > 1—eq,
o A; est indépendant de 22,
o dur((00)50.05.4,) < min{py,1/2}.

On pose alors

o ¥ min{%(ﬂ, te T\~ 1/4»1/4[}7

b, max{%(ﬂ, teT\]- 1/4,1/4[}.

A ce stade, les propriétés (D, ..., (4), sont vérifiées pour n = 0, 1.

13



Supposons maintenant connus Ag, ..., Ay, Ggy .-y @y, bo, ... by et bo, ..., 0,

qui vérifient toutes les propriétés voulues jusqu’au rang n. On se place dans le
cadre du systeme dynamique induit par 7" sur A,,. En appliquant le lemme 8,
on peut choisir 6,11 €]0,¢,42[ assez petit pour qu’il existe p,41 > 0 véri-
fiant : pour toute mesure finie v telle que d,,» (l/,(O‘ﬂAn)gn) < Pp+1, pour
tout j € {0,...,n},on a

Vi € T\ =270 (4 ej) (14 en41), 270 (1 4 25) - (14 2]

d(l/)5n+1
d\

On utilise alors la proposition 7 pour trouver 4,1 C A,, tel que

ai(1=&5) (1= 1) < (1) < bi(L4e5) (1 +ensn).
. m(An+1) > (1—26n)m(An) > (1—81)"'(1—€n+1),

o A, est indépendant de &7,

i d'LU* (O-van+17(O-f7An)5n) < min{pn+172_(n+1)}‘

On pose enfin

é d
- d:f mln{ (Uf7A£;1)6n+1 (t), teT \ ] _2—(7%-|—2)7 2—(n-|—2) [} :

. d
bn_|_1 d:ef maX{ (Uf7A£;1)6n+1 (t), teT \ ] _2—(7%-I—2)7 2—(n+2) [} )

Alors les propriétés (1),41,...,(4),+1 sont vérifiées, ce qui prouve qu’il est
possible de construire les suites annoncées par récurrence.
mi

3.3 Obtention du résultat annoncé

Théoréme 10 Si (X, o, m,T) est un systéme dynamique ergodique, ’en-
semble des A € & pour lesquels le type spectral maximal de Ty est équiva-
lent & A est dense dans <.

Preuve — 1l suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe A € & avec
m(A) > 1—¢, tel que T4 ait la propriété annoncée. Pour cela, on se fixe une
suite (f,)nen de fonctions simples et de moyenne nulle sur X, dense dans

tm) < {rer2m) [ [ fam=o}.

Pour tout €' € & de mesure strictement positive, et tout n > 0, on pose
() déf d L2

La proposition 9 peut facilement se généraliser de sorte & traiter simul-
tanément un nombre fini de fonctions simples dans L2(m). Par la méme
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méthode que dans la preuve de cette proposition, on construit 'ensemble A
cherché comme l'intersection d’une suite décroissante (A, ),en, 'ensemble
An4q étant construit a partir de A, pour traiter simultanément les n 4 1
)|An’ . .,féA")|An dans Li(my, ) (les détails

de cette construction sont laissés au lecteur). On obtient ainsi A tel que,

fonctions simples féAO)|A 7f1(A1

pour tout n > 0, la mesure spectrale de féA) sous ’action de T4 est équiva-

lente & A. Or, la suite (f,).en étant dense dans L3(m), la suite (féA)) -

est elleméme dense dans L2(my4). La transformation induite par T sur A a
donc un type spectral maximal équivalent a le mesure de Lebesgue. m]
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