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L'induction ne donne pas toutes les mesures spectralesThierry de la RueAnalyse et Mod�eles Stochastiques { URA CNRS 1378Universit�e de Rouen { Math�ematiquesSite ColbertF76821 Mont-Saint-Aignan Cedexe-mail : delarue@univ-rouen.frAbstractWe show here that some �nite measure on [��; �] can never be obtained as a spectralmeasure of a transformation induced by a rotation. For this, we propose a new wayto build a Kronecker set, which leads to a non loosely Bernoulli Gaussian-Kroneckerautomorphism. R�esum�eOn montre ici qu'une certaine mesure �nie sur [��; �] ne peut jamais être obtenuecomme mesure spectrale d'une transformation induite par une rotation. On propose pourcela une nouvelle fa�con de construire un ensemble de Kronecker, qui permet de voir quecertains syst�emes dynamiques gaussiens-Kronecker ne sont pas lâchement Bernoulli.1 IntroductionLes syst�emes dynamiques �etudi�es ici sont toujours de la forme (
;A ; �; T ), o�u T est unetransformation mesurable inversible et pr�eservant la probabilit�e � sur l'espace de Lebesgue(
;A ; �). Lorsqu'aucune pr�ecision suppl�ementaire n'est indispensable, on d�esignera un telsyst�eme par la seule donn�ee de la transformation T .1.1 L'inductionSi A est une partie mesurable de 
, de mesure non nulle, on d�e�nit le temps de retourdans A par rA(!) d�ef= min fp � 1 /T p! 2 Ag :Le th�eor�eme de r�ecurrence de Poincar�e a�rme que pour �-presque tout ! 2 A, rA(!) est �ni.On note alors TA la transformation de A d�e�nie parTA! d�ef= T rA(!)!:On note aussi AA l'ensemble des parties mesurables de 
 qui sont contenues dans A, et�A d�ef= �(�)=�(A) la restriction normalis�ee de � �a AA. Il est bien connu qu'alors TA est unetransformation mesurable inversible et pr�eservant la probabilit�e �A. Le syst�eme dynamique(A;AA; �A; TA) ainsi obtenu est appel�e syst�eme induit par T sur A.1



Le probl�eme se pose de savoir quels sont les syst�emes dynamiques qui peuvent être induitspar une transformation ergodique donn�ee T . (Notons au passage que si T est ergodique, toutetransformation induite par T l'est �egalement.) En 1943, Kakutani ([4]) a introduit une relationd'�equivalence dont l'�etude est �etroitement li�ee �a cette question.Deux syst�emes dynamiques ergodiques (
;A ; �; T ) et (
0;A 0; �0; T 0) sont dits�equivalents au sens de Kakutani si on peut trouver A 2 A et A0 2 A 0 telsque les transformations induites TA et T 0A0 soient isomorphes. On note alors(
;A ; �; T ) � (
0;A 0; �0; T 0), ou plus simplement T � T 0.La formule d'Abramov, qui donne l'entropie d'une transformation induite :h(TA) = 1�(A)h(T ) ;permet de dire qu'il existe au moins trois classes d'�equivalence pour cette relation (entropienulle, strictement positive �nie, et entropie in�nie). Mais jusqu'�a l'introduction par Feldmanen 1976 ([2]) de la notion de syst�eme lâchement Bernoulli, on ne savait pas si deux syst�emesdans la même classe d'entropie �etaient toujours �equivalents. Feldman montre que la \lâche-Bernoullicit�e" (dont on donnera plus loin une d�e�nition dans le cas de l'entropie nulle) estn�ecessaire pour qu'un syst�eme soit �equivalent �a une rotation irrationnelle, ou �a un d�ecalagede Bernoulli. Il construit aussi des syst�emes non lâchement Bernoulli, l'un d'entropie nulle etl'autre d'entropie positive, prouvant ainsi que dans une même classe d'entropie, il existe dessyst�emes non �equivalents au sens de Kakutani.Un peu plus tard, Ornstein, Rudolph et Weiss ([5]) ont d�evelopp�e toute une th�eorie del'�equivalence en utilisant la propri�et�e introduite par Feldman. Citons ici quelques r�esultatsessentiels concernant l'induction contenus dans leur travail :{ Si T est lâchement Bernoulli et h(T ) > 0, les syst�emes dynamiques induits par T sonttous les S lâchement Bernoulli et d'entropie h(S) > h(T ).{ Si T est lâchement Bernoulli et d'entropie nulle, les syst�emes dynamiques induits par Tsont tous les S lâchement Bernoulli et d'entropie nulle.{ Si T est lâchement Bernoulli et h(S) � h(T ), alors il existe S 0 � S tel que T soit unfacteur de S 0.On va s'int�eresser ici au probl�eme suivant, auquel aucun des r�esultats cit�es ci-dessus nefournit de r�eponse : �etant donn�ees deux transformations ergodiques S et T , est-il toujourspossible de trouver une transformation S 0 � S telle que T soit spectralement isomorphe �a unfacteur de S 0?La lâche-Bernoullicit�e �etant conserv�ee par passage au facteur, il su�t pour r�epondre n�ega-tivement �a cette question de construire une transformation T qui n'est jamais spectralementisomorphe �a un syst�eme lâchement Bernoulli.On va montrer en fait qu'il existe une mesure �nie continue sur [��; �] qui ne peut pasêtre la mesure spectrale d'un f 2 L2(
;A ; �; T ) si T est lâchement Bernoulli. En cons�e-quence, une telle mesure ne peut pas être obtenue comme mesure spectrale dans le cadred'une transformation induite par une rotation irrationnelle.L'argument essentiel pour arriver au r�esultat voulu tient dans le th�eor�eme de Foias et Stra-tila ([3]), qui a�rme que si T est ergodique, et si la mesure spectrale �f d'un f 2 L2(
;A ; �; T )2



est sym�etrique et concentr�ee surK [ (�K) o�uK est un ensemble de Kronecker, alors le facteurengendr�e par f est m�etriquement d�etermin�e : c'est le gaussien-Kronecker de mesure spectrale�f . (Voir les d�e�nitions donn�ees en 1.3.) Il reste alors �a construire un gaussien-Kronecker quin'est pas lâchement Bernoulli.1.2 Transformations lâchement Bernoulli d'entropie nulleUn mot de longueur l sur un \alphabet" U est une suite �nie W = (u1; : : : ; ul) d'�el�ementsde l'ensemble U ; on notera aussi W = u1 : : : ul. Un sous-mot de W est un mot de la formeW 0 = ukuk+1 : : : uk+r avec 1 � k � k + r � l. Une sous- suite de W est un mot de la formeW 00 = uj1 : : :ujs avec 1 � j1 < � � �< js � l.Soit P = fPu; u 2 U g une partition �nie de 
, les Pu appartenant bien sûr �a la tribu A .Pour tout ! 2 
, on pose P(!) d�ef= u si ! 2 Pu, et pour tout couple d'entiers (i; j) avec i < j,on d�e�nit sur l'alphabet U le motW jji (!; T;P) d�ef= uiui+1 : : :uj�1;o�u pour tout k 2 fi; : : : ; j � 1g, uk d�ef= P(T k!).Soient W = u1 : : : ul et W 0 = u01 : : :u0l deux mots de même longueur l sur un alphabet U .On d�e�nit entre ces deux mots la distance d pard �W;W 0� d�ef= rl ;o�u r est le nombre d'indices k 2 f1; : : : ; lg tels que uk 6= u0k. On d�e�nit �egalement la distancef entre W et W 0 par f �W;W 0� d�ef= l � sl ;o�u s est la longueur de la plus grande sous-suite commune aux mots W et W 0. Clairement,la distance f est toujours inf�erieure ou �egale �a la distance d.On peut �etendre la d�e�nition de f au cas o�u W et W 0 sont de longueurs respectives l etl0 di��erentes. On pose alors f �W;W 0� d�ef= l + l0 � 2sl + l0 ;o�u s est d�e�ni comme pr�ec�edemment.La distance f fut introduite par Feldman pour d�e�nir la notion de lâche-Bernoullicit�e d'unsyst�eme dynamique. On ne va pas donner ici la d�e�nition g�en�erale de cette propri�et�e, maissimplement l'�enoncer dans le cas o�u T est d'entropie nulle.Soit (
;A ; �; T ) un syst�eme dynamique d'entropie nulle. Il est dit lâchementBernoulli si pour toute partition �nie P de 
 et tout " > 0, il existe un entier Ntel que, pour tout entier l � N , on puisse trouver une partie M de 
 (d�ependantde P; l et "), de mesure �(M) � ", en dehors de laquelle on ait pour tous ! et !0f �W jl0 (!; T;P); W jl0 �!0; T;P�� � ":Remarque : dans cette d�e�nition, on peut remplacer \il existe un entier N tel que, pourtout entier l � N: : :" par \pour tout entier N , il existe l � N tel que: : :".3



1.3 Syst�emes dynamiques gaussiens et \gaussiens-Kronecker"Soit 
 une mesure �nie sym�etrique sur [��; �[. Le syst�eme dynamique (
;A ; �; T ) estappel�e syst�eme dynamique gaussien de mesure spectrale 
 si il existe un processus gaussienr�eel centr�e (Xp)p2Zv�eri�ant :{ pour tout entier p, Xp = X0 � T p,{ la plus petite tribu rendant les Xp mesurables est A ,{ pour tous p et q, E [XpXq] = Z ���ei(q�p)t d
(t).La donn�ee de 
 d�etermine toutes les propri�et�es d'un tel syst�eme. En particulier, T estergodique si et seulement si 
 est di�use, et dans ce cas T est même faiblement m�elangeante(voir [1]). L'entropie de T ne peut valoir que 0 ou +1, suivant respectivement que 
 est oun'est pas singuli�ere par rapport �a la mesure de Lebesgue (voir [7]).On note S1 l'ensemble des complexes de module 1. Rappelons qu'une partie K de [��; �[est un ensemble de Kronecker si, pour toute fonction continue f : K �! S1 et tout " > 0,il existe un entier h tel que supx2K ���f(x)� eihx��� � ":Dans le cas o�u 
 est di�use et concentr�ee sur K [ (�K), o�u K est un ensemble de Kroneckerdans [0; �], on dit que le syst�eme dynamique gaussien de mesure spectrale 
 est un gaussien-Kronecker. Notons qu'un ensemble de Kronecker est toujours de mesure de Lebesgue nulle ;par cons�equent, un gaussien-Kronecker est toujours d'entropie nulle. Comme on l'a d�ej�a dit,l'int�erêt principal suscit�e par la classe des gaussiens-Kronecker r�eside dans leur �etonnantestabilit�e spectrale, propri�et�e partag�ee avec les syst�emes �a spectre discret qui sont, eux, touslâchement Bernoulli.On sait d�ej�a que certains gaussiens-Kronecker sont lâchement Bernoulli, et que l'on peutaussi trouver un syst�eme dynamique gaussien non lâchement Bernoulli(voir [9]). La construc-tion du gaussien-Kronecker non lâchement Bernoulli qui va suivre s'inspire d'ailleurs largementde celle e�ectu�ee dans ce travail, qui elle même reprenait une id�ee de Rothstein ([6]).1.4 Transformations de la trajectoire brownienneOn utilisera dans la suite la repr�esentation d'un syst�eme dynamique gaussien comme unetransformation g�eom�etrique de la trajectoire brownienne complexe, d�evelopp�ee dans [8]. Ond�esignera donc par (
;A ; �) l'espace canonique du mouvement brownien complexe issu de 0,sur l'intervalle de temps [0,1] :{ 
 est l'espace des applications continues de [0,1] dans C , qui s'annulent en t = 0,{ la probabilit�e � est la mesure de Wiener sur 
,{ A est la tribu bor�elienne, compl�et�ee pour �.Pour ! 2 
, et 0 � t � 1, on note Bt(!) la position de la trajectoire ! �a l'instant t.Si � est une mesure de probabilit�e sur [0; 2�] concentr�ee en un nombre �ni de points�1 < � � � < �p, de masses respectives m1; : : : ; mp, on d�e�nit une transformation T� de 
,4



pr�eservant la mesure �, de la fa�con suivante : posons, pour tout k 2 f1; : : : ; pg; tk d�ef= Pkj=1mjet t0 d�ef= 0 ; on d�ecoupe la trajectoire ! en p morceaux, correspondant aux intervalles de temps[tk�1; tk] (1 � k � p), puis on e�ectue une rotation de l'angle �k sur le k-i�eme morceau. T� !est la trajectoire obtenue en recollant bout �a bout les nouveaux morceaux. On a ainsi, pourt 2 [tj ; tj+1], Bt � T� = jXk=1 ei�k �Btk �Btk�1�+ ei�j+1 �Bt �Btj� : (1)Si � est maintenant une mesure de probabilit�e di�use sur [0; 2�], on peut d�e�nir T� commela limite d'une suite transformations T�n , o�u les mesures �n sont concentr�ees en un nombre�ni de points et convergent su�samment bien vers �. Pour tout t 2 [0; 1] et tout p 2Z, on aBt � T p� = Z t0 eip (s) dBs;o�u  (s) d�ef= inf fx 2 [0; �] /� ([0; x]) � sg :Si � est de plus concentr�ee sur [0; �], (
;A ; �; T�) est alors un syst�eme dynamique gaussiende mesure spectrale 
, o�u 
 est la mesure de probabilit�e sym�etrique sur [��; �] d�e�nie par
(A) d�ef= 12���A \ [0; �]�+ ���A \ [0; �]��; (2)le processus gaussien r�eel sous-jacent �etant donn�e par X0 d�ef= <e (B1). On a aussi dans ce casT 2� = T~�, o�u ~� est la mesure sur [0; 2�] image de � par t 7�! 2t.En corollaire, si � est di�use sur [0; 2�], T� est ergodique (même faiblement m�elangeante),et si de plus � est singuli�ere par rapport �a la mesure de Lebesgue, T� est d'entropie nulle.On aura aussi besoin du lemme suivant, utilis�e et d�emontr�e dans [9].Lemme 1 Fixons une partition �nie P = fPu; u 2 U g de 
. Soit �0 une mesure de proba-bilit�e sur ]0; 2�[, concentr�ee en p points �0; : : : ; �p�1, chacun de masse 1=p, et soit l un entiersup�erieur ou �egal �a 1. Alors, pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que, pour toute mesure deprobabilit�e � v�eri�ant 8k 2 f0; : : : ; p� 1g; ��]�k � �; �k + �[� = 1p ; (3)on ait � �W jl0 (!; T�;P) 6= W jl0 (!; T�0;P)� � ":2 Construction d'un gaussien-Kronecker2.1 Construction d'un ensemble de Kronecker dans [0; 2�]La premi�ere �etape de la construction consiste �a choisir un entier m1 � 2, et �a d�e�nir lesm1 points de [0; 2�] �1k d�ef= 2k�m1 (0 � k � m1 � 1):5



On pose p1 d�ef= m1 (en g�en�eral, pn est le nombre de points d�e�nis �a l'�etape n), et l1 d�ef= m1(en g�en�eral, ln est un entier tel que les pn points d�e�nis �a l'�etape n soient tous de la forme2j�=ln, avec j entier).�A l'�etape n, on a donc d�e�ni pn points �nk = 2jnk�=ln (0 � k � pn � 1). On choisit alorsdes entiers qn0 ; : : : ; qnpn�1 qui sont premiers, deux �a deux distincts, et tous sup�erieurs �a n. Onpose qn+1 d�ef= qn0 : : : qnpn�1:Puis, on choisit un entier kn+1 � n + 1, et on pose pour 0 � k � pn � 1Jnk d�ef= ��nk ; �nk + 2�lnkn+1 � :En�n, on choisit un entier mn+1 � 2. Dans chaque intervalle Jnk , on d�e�nit alors mn+1 pointsen posant pour 0 � k � pn � 1 et 0 � s � mn+1 � 1�n+1kmn+1+s d�ef= �nk + 2�lnkn+1mn+1  s + 1qnk ! : (4)Le nombre de points de l'�etape n+ 1 vaut doncpn+1 d�ef= pnmn+1;et tous ces points sont de la forme 2j�=ln+1 avecln+1 d�ef= lnkn+1mn+1qn+1:Proposition 2 Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, l'ensembleK d�ef= \n�1 pn�1[k=0 Jnkest un ensemble de Kronecker.Preuve| Il s'agit de montrer que pour toute fonction continue f : K �! S1, la propri�et�esuivante est v�eri��ee : 8" > 0; 9h 2Z; supx2K ���f(x)� eihx��� � ": (5)Fixons un entier n � 1 et consid�erons le cas o�u f est constante sur chaque intervalle Jnk . Notonszk , pour 0 � k � pn � 1, la valeur de f sur Jnk . Il existe alors un entier jk 2 f0; : : : ; qnk � 1gtel que ���ei2�jk=qnk � zk��� � 2�qnk � 2�n :Puis, les entiers qn0 ; : : : ; qnpn�1 �etant premiers et deux �a deux distincts, il existe un entierj 2 f0; : : : ; qn+1 � 1g tel que8k 2 f0; : : : ; pn � 1g; ei2�jk=qnk = ei2�j=qnk :Posons alors h d�ef= lnkn+1mn+1j:6



Prenons maintenant x 2 K, soit k tel que x 2 Jnk , et k0 tel que x 2 Jn+1k0 . On v�eri�e facilementque eih�n+1k0 = ei2�j=qnk = ei2�jk=qnk ;et donc ���eih�n+1k0 � f(x)��� = ���ei2�jk=qnk � zk��� � 2�=n:Puis, comme ���x� �n+1k0 ��� � 2�=(ln+1kn+2) � 2�=(n ln+1), et h � ln+1, on a���eih�n+1k0 � eihx��� � 2�hn ln+1 � 2�n :Ainsi, on a trouv�e h 2Ztel que, pour tout x 2 K,���eihx � f(x)��� � 4�n :Comme f est aussi constante sur les intervalles Jmk avec m � n, on en d�eduit facilementqu'une telle fonction v�eri�e la propri�et�e (5).En�n, il est clair que chaque fonction continue f : K �! S1 peut être approch�ee uni-form�ement sur K par une suite de fonctions (fn)n�1, o�u pour tout n, fn est constante surchaque intervalle Jnk . On v�eri�e alors la propri�et�e (5) pour toutes les fonctions continues deK dans S1.2.2 Un gaussien-Kronecker non lâchement BernoulliDans la construction e�ectu�ee pr�ec�edemment, on d�e�nit �a l'�etape n la mesure de proba-bilit�e atomique �n, qui donne �a chaque point �nk la masse 1=pn. On appelle � la probabilit�esur [0; 2�] d�e�nie par 8n � 1; 8k 2 f0; : : : ; pn � 1g; �(Jnk ) d�ef= 1pn :Pour simpli�er les notations, on notera d�esormais Tn au lieu de T�n , et T au lieu de T�.Notons que, puisque les points �nk v�eri�ent ln�nk � 0 [2�], on a pour tout n � 1T lnn = Id
:La suite de ce travail sera consacr�ee �a montrer le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3 Il est possible dans la construction pr�ec�edente de choisir l'entier m1, puis �achaque �etape les entiers kn+1 et mn+1, de telle sorte que le syst�eme dynamique (
;A ; �; T )ne soit pas lâchement Bernoulli.Corollaire 4 Il existe un syst�eme dynamique gaussien-Kronecker non lâchement Bernoulli.En e�et, notons ~� la probabilit�e sur [0; �] image de � par t 7! t=2. Le support K de ��etant un Kronecker, ~� est aussi concentr�ee sur un Kronecker, et donc (
;A ; �; T~�) est ungaussien-Kronecker. Mais T 2~� = T n'est pas lâchement Bernoulli, donc T~� n'est pas non pluslâchement Bernoulli. 7



3 Preuve de la non lâche-Bernoullicit�e3.1 Ind�ependanceOn va commencer par formuler quelques remarques, qui aideront �a mieux comprendrele comportement des transformations Tn, et qui constitueront un argument essentiel pour lad�emonstration du th�eor�eme 3.Proposition 5 Soit � une probabilit�e sur [0; 2�]. On suppose qu'il existe un entier m > 1 telque � soit invariante par la translation x 7! x + 2�=m [2�]. Alors les m variables al�eatoiresB1; B1 � T� ; : : : ; B1 � Tm�1� sont ind�ependantes.Preuve | Par construction de la transformation T� , on a pour tous j; k dans ZE hB1 � T j� B1 � T k� i = 2 Z[0;2�] ei(j�k)xd�(x)= 2m Z[0;2�] ei(j�k)x  m�1Xr=0 eir(j�k)=m! d�(x)= 0 si (j � k) n'est pas divisible par m.Pour conclure, il su�t de rappeler que dans le sous-espace gaussien H de L2(�) engendr�e parles variables Bt; 0 � t � 1, dans lequel se trouvent tous les B1 � T j� , l'orthogonalit�e �equivaut�a l'ind�ependance.La mesure �1 �etant invariante par x 7! x+ 2�=m1 [2�], on en d�eduit le corollaire suivant.Corollaire 6 Les m1 variables al�eatoires B1; B1 � T�1 ; : : : ; B1 � Tm1�1�1 sont ind�ependantes.Puis, pour n � 1 et 0 � k � pn � 1, notonsAnk d�ef= B(k+1)=pn � Bk=pn ;et soit An la tribu engendr�ee par les Ank , 0 � k � pn� 1. On a par d�e�nition de Tn, pour toutentier j, Ank � T jn = eij�nkAnk ;et donc B1 � T jn = Ppn�1k=0 eij�nkAnk est toujours An-mesurable.Proposition 7 Pour tout entier n � 1, les mn+1 tribusAn; T�kn+1lnn+1 An; : : : ; T�(mn+1�1)kn+1lnn+1 Ansont ind�ependantes.Preuve | Si I = [a; b[ est un sous-intervalle de [0; 1], notons HI le sous-espace gaussiende H engendr�e par les variables Bt �Ba; a � t � b. Les propri�et�es du mouvement brownienentrâ�nent que si I \ J = ;, alors les espaces HI et HJ sont orthogonaux. Or, pour 0 � k �pn � 1, on a pour tout entier j Ank � T jn+1 2 H[k=pn;(k+1)=pn[ ;8



et donc les pn processus �An0 � T jn+1�j2Z; : : : ; �Anpn�1 � T jn+1�j2Zsont ind�ependants. Il su�t donc de voir que, �a k �x�e, les mn+1 variablesAnk ; Ank � T kn+1lnn+1 ; : : : ; Ank � T (mn+1�1)kn+1lnn+1sont ind�ependantes. Or, T kn+1lnn+1 agit sur l'espace H[k=pn;(k+1)=pn[ comme T�nk sur H , o�u �nkest la mesure de probabilit�e atomique sur [0; 2�[ d�e�nie par8r 2 f0; : : : ; mn+1 � 1g; �nk  ( 2�mn+1�r + 1qnk �)! d�ef= 1mn+1 :Comme �nk est invariante par la translation x 7! x + 2�=mn+1, la proposition 5 donne ler�esultat voulu.3.2 Mise en place de la r�ecurrenceOn se �xe une partition P = fP1; : : : ; P100g de 
, qui servira �a nier la d�e�nition de lâcheBernoullicit�e. Cette partition est d�e�nie parPk d�ef= �! 2 
 � arg�B1(!)� 2 �2(k � 1)�100 ; 2k�100 �� ;en prenant bien sûr la d�etermination de l'argument comprise entre 0 et 2�. On notera alorspour simpli�er W jji (!; T ) d�ef= W jji (!; T;P):On se �xe aussi une suite (�n)n�1 de r�eels dans ]0; 1=3[, strictement d�ecroissante, et de limitenon nulle. On pose, pour tout n � 1"n+1 d�ef= �n � �n+1100 :On choisit aussi, pour tout n � 1, un entier bn+1 > 100="n+1.Le but de ce qui suit est de montrer que l'on peut choisir l'entier m1, puis �a chaque �etapeles entiers mn+1 et kn+1, de telle sorte que pour tout n � 1, la propri�et�e Hn �enonc�ee ci-apr�essoit v�eri��ee, ce qui permettra de voir que la transformation T = T� obtenue �a la �n n'est paslâchement Bernoulli.(Hn) | Il existe un \mauvais" ensemble Mn, An-mesurable, stable par Tn, dont la mesurev�eri�e �(Mn) < "n+1100 ;pour tout !0 2 
 nMn, et tout entier l � 1, on a� �n! 2 
 nMn . f �W jln0 (!; Tn); W jl0 (!0; Tn)� � �no� < �n(ln); (6)o�u �n(l) d�ef= �16 l2 290pl="n+1��9="n+1 :9



Commen�cons par montrer que, si m1 est choisi assez grand, H1 est v�eri��ee. Grâce aucorollaire 6, on sait que pour chaque mot W de longueur l1 = m1 sur l'alphabet U d�ef=f1; : : : ; 100g, on a � �W jl10 (!; T1) = W� = 100�l1:Fixons un entier l � 1, un point !0 2 
, et estimons le nombre de mots W 2 U l1 tels quef �W; W jl0 (!0; T1)� � �1: (7)Puisque �1 < 1=3, il est n�ecessaire pour que l'in�egalit�e (7) soit v�eri��ee d'avoirl12 < l < 2 l1;et que W ait en commun avec W jl0 (!0; T1) une sous-suite de longueur au moins l1=2. Lenombre de mots W 2 U l1 v�eri�ant (7) est donc major�e parC[l1=2]+1l C[l1=2]+1l1 100l1=2;donc par 22l1 2l1 10l1 = 80l1. On en d�eduit� �f �W jl10 (!; T1); W jl0 (!0; T1)� � �1� < � 80100�l1 = �45�m1 :Or, si m1 est assez grand, on a clairement (4=5)m1 < �1(m1), et donc H1 est v�eri��ee avecM1 d�ef= ;.On suppose maintenant que la construction a pu être r�ealis�ee jusqu'au rang n � 1, detelle sorte que pour tout entier p 2 f1; : : : ; ng, la propri�et�e Hp soit v�eri��ee. On suppose aussichoisis les entiers qnk ; 0 � k � pn � 1, et donc le produit qn+1 = qn0 : : : qnpn�1 est �x�e. On vavoir alors comment choisir les entiers kn+1 et mn+1 pour que Hn+1 soit aussi v�eri��ee.3.3 Approximations des Tn+1-mots par des concat�enations de Tn-motsGrâce au lemme 1, on sait qu'il est possible de choisir kn+1 assez grand pour que, pourtoute mesure de probabilit�e � v�eri�ant8k 2 f0; : : : ; pn � 1g; � ���nk ; �nk + 2�kn+1ln �� = 1pn ; (8)on ait � �W jbn+1ln0 (!; Tn) 6= W jbn+1ln0 (!; T�)� < "n+1"n+2400 lnbn+1 : (9)On choisit de plus kn+1 multiple de bn+1, et on pose kn+1 = k0n+1bn+1.On va maintenant, pour tout ! 2 
, modi�er le mot W jln+10 (!; Tn) de la fa�con suivante :pour tout j 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1 � 1g, on remplace le sous-mot W j(j+1)bn+1lnjbn+1ln (!; Tn+1) =W jbn+1ln0 �T jbn+1lnn+1 !; Tn+1� par le Tn-mot W jbn+1ln0 �T jbn+1lnn+1 !; Tn�, et on note Wn (!; ln+1)10



la concat�enation des Tn-mots ainsi obtenue. Par choix de kn+1, on a par (9), pour tout entierj 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1 � 1gE hd�W jbn+1ln0 �T jbn+1lnn+1 !; Tn+1�; W jbn+1ln0 �T jbn+1lnn+1 !; Tn��i < "n+1"n+2400 lnbn+1 ;d'o�u E hd�W jln+10 (!; Tn+1);Wn (!; ln+1)�i < "n+1"n+2400 lnbn+1 :Par l'in�egalit�e de Tchebychev, on obtient alors �(D) < "n+2=200 lnbn+1, o�uD d�ef= �! 2 
 � d�W jln+10 (!; Tn+1);Wn (!; ln+1)� � "n+12 � :L'�ev�enement D est An+1-mesurable, puisqu'il n'est d�e�ni qu'�a partir de l'action des transfor-mations Tn et Tn+1 sur B1, et en utilisant la p�eriodicit�e de Tn+1, on voit facilement que Dest stable par T ln+1bn+1n+1 . On pose alorsM 0n+1 d�ef= bn+1ln�1[j=0 T�jn+1D:La stabilit�e de M 0n+1 par Tn+1 est imm�ediate, on a �(M 0n+1) < "n+2=200, et pour tout! 2 
 nM 0n+1, on a d�W jln+10 (!; Tn+1);Wn (!; ln+1)� < "n+12 : (10)3.4 �Eviter le mauvais ensemble MnLe mauvais ensemble Mn �etant suppos�e An-mesurable, la proposition 7 entrâ�ne que lesmn+1 variables al�eatoires11Mn ; 11Mn � T kn+1lnn+1 ; : : : ; 11Mn � T (mn+1�1)kn+1lnn+1sont ind�ependantes. On sait aussi que �(Mn) < "n+1=100, et donc on peut choisir mn+1 assezgrand pour que�0@ 1mn+1 mn+1�1Xj=0 11Mn � T jlnkn+1n+1 � "n+12 1A < "n+2200lnbn+1k0n+1qn+1 :Puisque Tn+1 pr�eserve la mesure, on a aussi pour r 2 f0; : : : ; k0n+1�1g et s 2 f0; : : : ; qn+1�1g�0@ 1mn+1 mn+1�1Xj=0 11Mn � T lnbn+1[r+k0n+1(j+smn+1)]n+1 � "n+12 1A < "n+2200lnbn+1k0n+1qn+1 :En �ecrivant 1k0n+1mn+1qn+1 k0n+1mn+1qn+1�1Xk=0 11Mn � T kbn+1lnn+1= 1qn+1 qn+1�1Xs=0 1k0n+1 k0n+1�1Xr=0 1mn+1 mn+1�1Xj=0 11Mn � T lnbn+1 [r+k0n+1(j+smn+1)]n+1 ;11



on voit alors que l'�ev�enementE d�ef= 0@ 1k0n+1mn+1qn+1 k0n+1mn+1qn+1�1Xk=0 11Mn � T kbn+1lnn+1 � "n+12 1Av�eri�e �(E) < "n+2=(200bn+1ln). De plus, toujours par la p�eriodicit�e de Tn+1, E est stablepar T bn+1lnn+1 . Il reste maintenant �a poserM 00n+1 d�ef= bn+1ln�1[j=0 T jn+1E;pour obtenir un ensemble M 00n+1 2 An+1, stable par Tn+1, dont la mesure est strictementinf�erieure �a "n+2=200, et en dehors duquel on ak0n+1mn+1qn+1�1Xk=0 11Mn � T kbn+1lnn+1 < "n+12 : (11)On va maintenant modi�er le mot Wn (�; ln+1), de sorte �a �eliminer les �eventuels probl�emesdus au mauvais ensembleMn. Cette modi�cation va se faire de deux fa�cons di��erentes, suivantle rôle jou�e dans la v�eri�cation de Hn+1 : celui de ! ou celui de !0.Pour ! 2 
, et tout j 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1 � 1g, si T jlnbn+1n+1 ! 2 Mn, on remplaceW jlnbn+10 �T jlnbn+1n+1 !; Tn� dans Wn (!; ln+1) par le motZ(!) d�ef= ! : : :!| {z }lnbn+1 fois \!" :On note W 0n (!; ln+1) le nouveau mot ainsi obtenu : c'est un mot sur l'alphabet �a 101 lettresU [ f!g. On a d'apr�es (11), si ! 62M 00n+1d �W 0n (!; ln+1) ;Wn (!; ln+1)� < "n+12 : (12)D�e�nissons maintenant l'ensemble des bons Tn-motsBn d�ef= nW 2 U ln .9! 2 
 nMn; W jln0 (!; Tn) = W o :Pour !0 2 
, et tout j 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1 � 1g, si W jln0 �T jlnbn+1n+1 !0; Tn� n'est pas dansBn, on remplace W jlnbn+10 �T jlnbn+1n+1 !0; Tn� dans Wn (!0; ln+1) par Z(!0) = !0 : : :!0. On noteW 00n (!0; ln+1) le nouveau mot ainsi obtenu. Remarquons que le nombre de modi�cations �a fairepour passer de Wn (!0; ln+1) �a W 00n (!0; ln+1) est inf�erieur ou �egal au nombre de modi�cationspour passer de Wn (!0; ln+1) �a W 0n (!0; ln+1). On a donc aussi, si !0 62M 00n+1d �W 00n (!0; ln+1) ;Wn (!0; ln+1)� < "n+12 : (13)On peut maintenant d�e�nir le mauvais ensemble de l'�etape n+ 1Mn+1 d�ef= M 0n+1 [M 00n+1;12



qui est bien An+1-mesurable, de mesure �(Mn+1) < "n+1=100 et stable par Tn+1 ; on a d'apr�es(10), (12) et (13), pour tous !; !0 2 
 nMn+1d �W jln+10 (!; Tn+1);W 0n (!; ln+1)� < "n+1; (14)et d �W jln+10 (!0; Tn+1);W 00n (!0; ln+1)� < "n+1: (15)Pour tout entier l � 1 et tout !0 2 
, on d�e�nit aussi le mot W 00n (!0; l) en ne gardant queles l premi�eres lettres de (W 00n (!0; ln+1))k , o�u k est un entier tel que l � k ln+1. On v�eri�ealors grâce �a (15) que si !0 62Mn+1 et l > ln+1=2d�W jl0 (!0; Tn+1);W 00n (!0; l)� < 2 "n+1: (16)3.5 Les n-blocsLe mot W 00n (!0; ln+1) d�e�ni pr�ec�edemment est la concat�enation de k0n+1mn+1qn+1 sous-mots de longueur bn+1ln, qui seront dor�enavant appel�es les n-blocs de !0. Remarquons qu'unn-bloc de !0 est soit de la forme W bn+1 , avec W 2 Bn, soit de la forme !0 : : :!0 (bn+1ln foisla lettre \!0").Par d�e�nition de Bn, et d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence Hn, on a pour tout !0 2 
, ettout sous-mot V d'un n-bloc de !0� �n! 2 
 nMn . f �W jln0 (!; Tn); V � � �no� < �n(ln): (17)En e�et, ceci est �evident si le n-bloc est !0 : : :!0 ; sinon, le n-bloc est de la formeW bn+1 , avecW 2 Bn, et on montre alors facilement grâce �a la stabilit�e de Mn par Tn que tout sous-motV de ce n-bloc peut toujours s'�ecrire W jl0 (!00; Tn) avec !00 2 
 nMn. On d�eduit de (17) que,si on note U(!) le mot constitu�e des ln premi�res lettres de W 0n (!; ln+1), alors� �n! 2 
 . f (U(!); V ) � �no� < �n(ln): (18)Comme on l'a dit pr�ec�edemment, il y a k0n+1mn+1qn+1 n-blocs en tout !0. Cependant, lelemme suivant montre que l'on peut majorer le nombre de n-blocs distincts par un nombreind�ependant de k0n+1.Lemme 8 Pour !0 2 
, notons d(!0) le nombre de fois o�u, dans W 00n (!0; ln+1), un n-blocest di��erent du n-bloc qui le suit. On a toujoursd(!0) � 100 lnqn+1mn+1:Preuve | Pour 0 � j � k0n+1mn+1qn+1 � 1, notonsVj d�ef= W jln0 �T jbn+1lnn+1 !0; Tn�:Par construction de W 00n (!0; ln+1), et en utilisant T lnn = Id!0 , on voit facilement que d(!0)est major�e par le nombre d'indices j 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1 � 2g tels que Vj 6= Vj+1. Pourr 2 f1; : : : ; lng, notons vj;r la r-i�eme lettre de Vj ; il su�t de montrer que le nombre d'indicesj 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1�2g tels que vj;r 6= vj+1;r est major�e par 100 qn+1mn+1. Or, comme13



Tn et Tn+1 commutent, on a vj;r = P(Sj!00), avec S d�ef= T bn+1lnn+1 , et !00 d�ef= T r�1n !0. On �ecritalors B1 � Sj(!00)= pn�1Xk=0 mn+1�1Xs=0 An+1kmn+1+s(!00) exp �ibn+1ln�n+1kmn+1+s�= pn�1Xk=0 mn+1�1Xs=0 An+1kmn+1+s(!00) exp i 2�jk0n+1mn+1qn+1�sqn+1 + qn+1qnk �!= P exp�i 2�jk0n+1mn+1qn+1�!;o�u P est le polynôme d�e�ni parP (X) d�ef= pn�1Xk=0 mn+1�1Xs=0 An+1kmn+1+s(!00)Xsqn+1+qn+1=qnk :Le nombre d'indices j 2 f0; : : : ; k0n+1mn+1qn+1 � 2g tels queP(Sj!00) 6= P(Sj+1!00)est donc major�e par le nombre de r�eels � 2 [0; 2�[ tels que P (ei�) appartienne �a l'une des 50droites d'�equations arg(z) � 2k�100 [�] (0 � k � 49):Comme P est de degr�e inf�erieur �a qn+1mn+1, on obtient le r�esultat voulu en utilisant le lemmequi suit, dont une d�emonstration est donn�ee dans [9].Lemme 9 Soit P un polynôme de degr�em � 1, �a coe�cients complexes, et soit D une droitedu plan complexe passant par l'origine. Alors le nombre de r�eels � 2 [0; 2�[ qui v�eri�entP (ei�) 2 D est major�e par 2m.3.6 Deux lemmes utilesLe lemme qui suit sera utilis�e plusieurs fois pour la v�eri�cation de Hn+1.Lemme 10 Soit W = W1 : : :Wq un mot de longueur ql, chaque Wi �etant de longueur l, etsoit V un mot sur le même alphabet. Alors on peut toujours �ecrire V = V1 : : :Vq, de tellefa�con que f (V;W ) = qXi=1 jVij+ jWijjV j+ jW j f (Vi;Wi) :Si on suppose de plus f (V;W ) < � < � + " < 1=3, o�u � et " sont des r�eels donn�es, alors lenombre d'indices i v�eri�ant f (Vi;Wi) < � + " vaut au moins "q=9.Preuve | Appelons s la longueur de la plus grande sous-suite commune �a V et W . Onpeut facilement trouver un d�ecoupage de V sous la forme V = V1 : : :Vq de telle fa�con que,14



si on d�esigne par si la longueur de la plus grande sous-suite commune �a Vi et Wi, on aits =P1�i�q si. On a alors f (V;W ) = jV j+ jW j � 2sjV j+ jW j= P1�i�q (jVij+ jWij � 2si)jV j+ jW j= qXi=1 jVij+ jWijjV j+ jW j f (Vi;Wi) :Posons maintenant, pour 1 � i � q, ti d�ef= jVij+ jWijjV j+ jW j ;et soit B l'ensemble des indices i 2 f1; : : : ; qg tels que f (Vi;Wi) < � + ". On aXi62B ti(� + ") � qXi=1 ti f (Vi;Wi) < �;d'o�u Xi2B ti = 1�Xi62B ti > 1� �� + ":Par ailleurs, puisque � + " < 1=3, pour tout i 2 B on a forc�ement jVij < 2l, et donc ti <3l=(ql) = 3=q. On en d�eduit 3q#B > "� + " > "3 ;d'o�u le r�esultat annonc�e.On aura �egalement besoin du lemme combinatoire suivant, dont une d�emonstration setrouve dans [9], utilisant elle-même un r�esultat de [6].Lemme 11 Soient 0 < c � n deux entiers. Le nombre d'applications croissantes de f1; : : : ; cgdans f1; : : : ; ng est major�e par c 2c 23pnc.3.7 V�eri�cation de Hn+1Fixons !0 2 
 nMn+1, et un entier l � 1. On veut maintenant majorer la probabilit�e del'�ev�enementA(!0; l) d�ef= n! 2 
 nMn+1 . f �W jln+10 (!; Tn+1); W jl0 (!0; Tn+1)� � �n+1o :Puisque �n+1 < 1=3, on sait d�ej�a que A(!0; l) = ; si l � ln+1=2 ou si l � 2 ln+1. On supposedonc maintenant ln+1=2 < l < 2 ln+1.Soit ! 2 A(!0; l). Ni ! ni !0 n'�etant dans Mn+1, on a par (14) et (16)f �W 0n (!; ln+1) ;W 00n (!0; l)� < �n+1 + 3 "n+1:15



�Ecrivons W 0n (!; ln+1) sous la formeW1 : : :Wqn+1 , o�u chaque Wi est de longueur lnkn+1mn+1.D'apr�es le lemme 10, on peut d�ecomposer W 00n (!0; l) sous la forme V1 : : :Vqn+1 , avecf �W 0n (!; ln+1) ;W 00n (!0; l)� = qn+1Xi=1 jVij+ jWijl+ ln+1 f (Vi;Wi) ;et on sait qu'il existe au moins "n+1qn+1=9 indices i 2 f1; : : : ; qn+1g tels quef (Vi;Wi) < �n+1 + 4 "n+1: (19)Les indices i qui v�eri�ent (19) seront appel�es bons indices. On dira aussi qu'un sous-mot Vde W 00n (!0; l) est bien plac�e si jV j est un multiple de lnk0n+1mn+1, et si le rang de la premi�erelettre de V dans W 00n (!0; l) est aussi multiple de lnk0n+1mn+1. Comme �n+1 + 4 "n+1 < 1=3,on a jVij > lnkn+1mn+1=2 pour tout bon indice i ; en enlevant moins de 2 lnk0n+1mn+1 lettres�a Vi, on peut donc trouver un sous-mot ~Vi de W 00n (!0; l), bien plac�e, et tel quef �Vi; ~Vi� < 2 lnk0n+1mn+1lnkn+1mn+1=2 = 4bn+1 < "n+1;d'o�u f � ~Vi;Wi� < �n+1 + 5 "n+1: (20)En�n, pour tout sous-mot V de W 00n (!0; l), notons dV le nombre de fois o�u deux n-blocscons�ecutifs et di��erents de !0 rencontrent V . Par le lemme 8, et puisque l < 2 ln+1, on aXi bon indiced~Vi � 200 lnqn+1mn+1;et comme il y a au moins "n+1qn+1=9 bons indices, on en d�eduit l'existence d'un bon indice itel que d~Vi � 1 800 lnmn+1="n+1.En r�esum�e : si ! 2 A(!0; l), en �ecrivant W 0n (!; ln+1) = W1 : : :Wqn+1 avec les Wi delongueur lnkn+1mn+1, on est assur�e de l'existence d'un i dans f1; : : : ; qn+1g, et d'un sous-motV bien plac�e de W 00n (!0; l), tels quef (Wi; V ) < �n+1 + 5 "n+1; (21)et dV � 1 800 lnmn+1"n+1 : (22)Fixons maintenant un sous-mot V bien plac�e de W 00n (!0; l) v�eri�ant (22), un indice i 2f1; : : : ; qn+1g, et cherchons �a majorer la probabilit�e que l'in�egalit�e (21) ait lieu.Le sous-mot Wi de W 0n (!; ln+1) est la concat�enation de k0n+1mn+1 mots de longueurlnbn+1 : Wi = U1;1 : : :U1;k0n+1 U2;1 : : :U2;k0n+1 : : : Umn+1 ;1 : : :Umn+1 ;k0n+1 :Chaque U j;k est de la forme (Uj;k)bn+1 , avecUj;k = W jln0 �T (i�1)lnkn+1mn+1+(j�1)lnkn+1+(k�1)lnbn+1n+1 !; Tn�si T (i�1)lnkn+1mn+1+(j�1)lnkn+1+(k�1)lnbn+1n+1 ! 2 
 nMn,Uj;k = ! : : :! sinon. 16



Si l'indice k est �x�e, la proposition 7 permet de dire :Les mn+1 mots U1;k; : : : ; Umn+1;k sont ind�ependants. (23)Lorsque (21) a lieu, on peut d�ecomposer V sous la formeV = V1;1 : : :V1;k0n+1 V2;1 : : :V2;k0n+1 : : : Vmn+1;1 : : :Vmn+1;k0n+1 ;avec k0n+1Xk=1 mn+1Xj=1 jUj;k j+ jVj;kjjWij+ jV j f �U j;k; Vj;k� < �n+1 + 5 "n+1: (24)De (24), on d�eduit facilement l'existence d'un indice k dans f1; : : : ; k0n+1g tel quemn+1Xj=1 jU j;kj+ jVj;kjP1�s�mn+1 jUs;k j+ jVs;kj f �U j;k ; Vj;k� < �n+1 + 5 "n+1:Ce k �etant �x�e, la d�emonstration du lemme 10 assure que le nombre d'indices j 2 f1; : : : ; mn+1gtels que f �U j;k ; Vj;k� < �n+1 + 6 "n+1 (25)vaut au moins "n+1mn+1=9. Prenons un indice j v�eri�ant (25) ; comme U j;k = (Uj;k)bn+1 , enappliquant �a nouveau le lemme 10 on obtient un d�ecoupage de Vj;k sous la formeVj;k = Vj;k;1 : : :Vj;k;bn+1 ;avec bn+1Xr=1 jUj;kj+ jVj;k;rjjU j;kj+ jVj;kj f (Uj;k ; Vj;k;r) = f �U j;k; Vj;k� < �n+1 + 6 "n+1:On sait alors qu'il existe au moins "n+1bn+1=9 indices r tels quef (Uj;k; Vj;k;r) < �n+1 + 7 "n+1: (26)Or, comme f �U j;k; Vj;k� < �n+1 + 6 "n+1 < 1=3, on a forc�ement jVj;kj < 2 bn+1ln, et doncVj;k rencontre au plus 3 n-blocs de !0. Mais "n+1bn+1=9 > 3, et donc il existe un indicer 2 f1; : : : ; bn+1g v�eri�ant (25), et tel que Vj;k;r soit enti�erement contenu dans un n-bloc de!0.Nouveau r�esum�e : notons m0 le plus petit entier sup�erieur ou �egal �a "n+1mn+1=9. Si(21) a lieu, il existe un indice k 2 f1; : : : ; k0n+1g, m0 indices j1; : : : ; jm0 dans f1; : : : ; mn+1g,et m0 sous-mots V1; : : : ; Vm0 de V , chacun contenu dans un n-bloc de !0, tels que pour touts 2 f1; : : : ; m0g, f (Ujs;k; Vs) < �n+1 + 7 "n+1 < �n:Or, si k; j1; : : : ; jm0; V1; : : : ; Vm0 sont �x�es, alors pour tout s 2 f1; : : : ; m0g l'�ev�enementEs d�ef= �f (Ujs;k; Vs) < �n�17



est de probabilit�e major�ee par �n(ln) (voir (18)). Puis, grâce �a (23), on sait que ces m0�ev�enements sont ind�ependants, et donc la probabilit�e qu'ils soient r�ealis�es simultan�ementv�eri�e �(E1 \ : : :\ Em0) � ��n(ln)�"n+1mn+1=9:Majorons maintenant le nombre de choix possibles pour k; j1; : : : ; jm0; V1; : : : ; Vm0.{ Il y a k0n+1 choix pour k.{ Le nombre de choix possibles pour j1; : : : ; jm0 dans f1; : : : ; mn+1g est inf�erieur �a 2mn+1 .{ Les sous-mots V1; : : : ; Vm0 sont enti�erement d�etermin�es par la donn�ee de leur longueurrespective, du n-bloc dans lequel chacun est contenu, et du rang de leur premi�ere lettre(modulo ln) dans ce n-bloc.{ La longueur de chaque Vs �etant inf�erieure �a 2ln, il y a moins de (2ln)mn+1 choixpossibles pour les longueurs des Vs.{ Puisque V v�eri�e (22), le nombre de choix di��erents pour les n-blocs est major�e parle nombre d'applications croissantes de f1; : : : ; m0g dans f1; : : : ; 1 800 lnmn+1="n+1g.En utilisant le lemme 11, on montre que ce nombre est inf�erieur �amn+1 2mn+123pmn+1(1800 lnmn+1="n+1) = mn+1 2�1+90p2ln="n+1�mn+1 :{ En�n, le nombre de choix possibles pour le rang des premi�eres lettres est major�epar lmn+1n .On en d�eduit que, i et V �etant �x�es, la probabilit�e que (21) ait lieu est major�ee park0n+1mn+1 �l2n 2 3+90p2ln="n+1��n(ln)�"n+1=9�mn+1 :En�n, le nombre de choix pour i vaut qn+1, et le nombre de choix pour V est major�e par lenombre de sous-mots bien plac�es dans W 00n (!0; l), qui est clairement inf�erieur �a (bn+1qn+1)2.On obtient �nalement��A(!0; l)� � b2n+1q3n+1k0n+1mn+1 �l2n 2 3+90p2ln="n+1��n(ln)�"n+1=9�mn+1= b2n+1q3n+1k0n+1mn+1 �12�mn+1 :Il est maintenant clair que si mn+1 est assez grand, on a pour tout !0 62Mn et tout l � 1��A(!0; l)� � �n+1(lnkn+1qn+1mn+1);i.e. Hn+1 est v�eri��ee.On peut donc bien e�ectuer la construction de sorte �a avoir Hn pour tout entier n � 1.Mais pour tout n, la mesure � v�eri�e (8), et donc (9) ; on en d�eduit ais�ement que T = T� nepeut pas être lâchement Bernoulli. 18
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