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Abstract

We show here that some finite measure on [—m, 7] can never be obtained as a spectral
measure of a transformation induced by a rotation. For this, we propose a new way
to build a Kronecker set, which leads to a non loosely Bernoulli Gaussian-Kronecker
automorphism.

Résumé

On montre ici qu’une certaine mesure finie sur [—7, 7] ne peut jamais étre obtenue
comme mesure spectrale d’une transformation induite par une rotation. On propose pour
cela une nouvelle facon de construire un ensemble de Kronecker, qui permet de voir que
certains systemes dynamiques gaussiens-Kronecker ne sont pas lachement Bernoulli.

1 Introduction

Les systemes dynamiques étudiés ici sont toujours de la forme (Q, &/, i, T), ou T est une
transformation mesurable inversible et préservant la probabilité p sur 'espace de Lebesgue
(Q, «, ). Lorsqu’aucune précision supplémentaire n’est indispensable, on désignera un tel
systeme par la seule donnée de la transformation 7.

1.1 L’induction

Si A est une partie mesurable de €, de mesure non nulle, on définit le temps de retour
dans A par

ra(w) et min{p>1/TPwe A}.

Le théoreme de récurrence de Poincaré affirme que pour p-presque tout w € A, r4(w) est fini.
On note alors T4 la transformation de A définie par

Tyw & pra@),,

On note aussi &/4 l'ensemble des parties mesurables de € qui sont contenues dans A, et
HA e p(-)/p(A) la restriction normalisée de p a /4. Il est bien connu qu’alors T4 est une
transformation mesurable inversible et préservant la probabilité p4. Le systéme dynamique
(A, o4, 14, T4) ainsi obtenu est appelé systéme induit par T sur A.



Le probleme se pose de savoir quels sont les systemes dynamiques qui peuvent étre induits
par une transformation ergodique donnée T'. (Notons au passage que si 1" est ergodique, toute
transformation induite par 7' I’est également.) En 1943, Kakutani ([4]) a introduit une relation
d’équivalence dont I’étude est étroitement liée a cette question.

Deux systemes dynamiques ergodiques (2, u,T) et (@, &', p/,T") sont dits
équivalents au sens de Kakutani si on peut trouver A € &/ et A’ € &' tels
que les transformations induites 74 et 7”4 soient isomorphes. On note alors
(Q, o, 1, T) ~ (¥, & 1/, T"), ou plus simplement T ~ T".

La formule d’Abramov, qui donne I’entropie d’une transformation induite :

1

permet de dire qu’il existe au moins trois classes d’équivalence pour cette relation (entropie
nulle, strictement positive finie, et entropie infinie). Mais jusqu’a I'introduction par Feldman
en 1976 ([2]) de la notion de systéme lachement Bernoulli, on ne savait pas si deux systemes
dans la méme classe d’entropie étaient toujours équivalents. Feldman montre que la “lache-
Bernoullicité” (dont on donnera plus loin une définition dans le cas de I’entropie nulle) est
nécessaire pour qu’un systeme soit équivalent a une rotation irrationnelle, ou a un décalage
de Bernoulli. Il construit aussi des systemes non lachement Bernoulli, I’un d’entropie nulle et
l'autre d’entropie positive, prouvant ainsi que dans une méme classe d’entropie, il existe des
systemes non équivalents au sens de Kakutani.

Un peu plus tard, Ornstein, Rudolph et Weiss ([5]) ont développé toute une théorie de
I’équivalence en utilisant la propriété introduite par Feldman. Citons ici quelques résultats
essentiels concernant 'induction contenus dans leur travail :

— Si T est lachement Bernoulli et A(7) > 0, les systemes dynamiques induits par 7' sont
tous les S lachement Bernoulli et d’entropie h(.S) > h(T').

— Si T est lachement Bernoulli et d’entropie nulle, les systemes dynamiques induits par T’
sont tous les 5 lachement Bernoulli et d’entropie nulle.

— Si T est lachement Bernoulli et A(.S) > h(T), alors il existe 5" ~ § tel que T soit un
facteur de 5’

On va s’intéresser ici au probléme suivant, auquel aucun des résultats cités ci-dessus ne
fournit de réponse: étant données deux transformations ergodiques S et T, est-il toujours
possible de trouver une transformation 5’ ~ S telle que T soit spectralement isomorphe & un
facteur de 577

La lache-Bernoullicité étant conservée par passage au facteur, il suffit pour répondre néga-
tivement a cette question de construire une transformation 7" qui n’est jamais spectralement
isomorphe a un systeme lachement Bernoulli.

On va montrer en fait qu’il existe une mesure finie continue sur [—7, 7] qui ne peut pas
étre la mesure spectrale d'un f € L*(Q, o, u,T) si T est lachement Bernoulli. En consé-
quence, une telle mesure ne peut pas étre obtenue comme mesure spectrale dans le cadre
d’une transformation induite par une rotation irrationnelle.

L’argument essentiel pour arriver au résultat voulu tient dans le théoréme de Foias et Stra-
tila ([3]), qui affirme que si T est ergodique, et si la mesure spectrale oy d’un f € L%(Q, o, 1, T)



est symétrique et concentrée sur K U (— K ) ou K est un ensemble de Kronecker, alors le facteur
engendré par f est métriquement déterminé: c’est le gaussien-Kronecker de mesure spectrale
os. (Voir les définitions données en 1.3.) Il reste alors a construire un gaussien-Kronecker qui
n’est pas lachement Bernoulli.

1.2 Transformations lachement Bernoulli d’entropie nulle

Un mot de longueur [ sur un “alphabet” %/ est une suite finie W = (uq,...,u;) d’éléments
de ’ensemble 2/ ; on notera aussi W = uq...u;. Un sous-mot de W est un mot de la forme
W' = upuggy .. gy, avec 1 < k < k+r <[. Une sous- suite de W est un mot de la forme
W" = ...ouj, avec 1 < jp < -+ < Js < L.

Soit # = {P,, u € % } une partition finie de 2, les P, appartenant bien sir a la tribu <.
Pour tout w € ©, on pose Z(w) Y osiwe P,, et pour tout couple d’entiers (7, 7) avec ¢ < 7,
on définit sur ’alphabet % le mot

; déf
W (w, T, 2) = wittigy ... uj_1,

ou pour tout k € {¢,...,7 — 1}, ug e 2(Trw).
Soient W = uy...u; et W = u';...u; deux mots de méme longueur [ sur un alphabet % .
On définit entre ces deux mots la distance d par

dw,w') & ;
ou 7 est le nombre d’indices k € {1,...,1} tels que ug # w’x. On définit également la distance
f entre W et W/ par
_ o | —
Fww) € —=,

ou s est la longueur de la plus grande sous-suite commune aux mots W et W'. Clairement,
la distance f est toujours inférieure ou égale a la distance d.
On peut étendre la définition de f au cas ou W et W' sont de longueurs respectives [ et

" différentes. On pose alors
— n déf I+ —2s
fFW.w') = A
ou s est défini comme précédemment.
La distance f fut introduite par Feldman pour définir la notion de lache-Bernoullicité d’un
systeme dynamique. On ne va pas donner ici la définition générale de cette propriété, mais

simplement 1’énoncer dans le cas ou T est d’entropie nulle.

Soit (2,47, 1, T) un systéeme dynamique d’entropie nulle. Il est dit lachement
Bernoulli si pour toute partition finie & de Q et tout ¢ > 0, il existe un entier NV
tel que, pour tout entier [ > N, on puisse trouver une partie M de © (dépendant
de 2, et ¢), de mesure u(M) < £, en dehors de laquelle on ait pour tous w et w’

T (Wl (.7, 2), W (. T.2)) < e.

Remarque : dans cette définition, on peut remplacer “il existe un entier N tel que, pour
tout entier [ > N...” par “pour tout entier N, il existe [ > N tel que...”.



1.3 Systémes dynamiques gaussiens et “gaussiens-Kronecker”

Soit v une mesure finie symétrique sur [—7,7[. Le systeme dynamique (Q,«,u,T) est
appelé systéeme dynamique gaussien de mesure spectrale + si il existe un processus gaussien
réel centré (X,)peyz vérifiant :

— pour tout entier p, X, = XgoT?,

— la plus petite tribu rendant les X, mesurables est .o/,

s
— pour tous p et ¢, E[X,X,] = / etla=p)t dy(t).
—7r
La donnée de v détermine toutes les propriétés d’un tel systéme. En particulier, T est
ergodique si et seulement si v est diffuse, et dans ce cas T est méme faiblement mélangeante
(voir [1]). L’entropie de T ne peut valoir que 0 ou 400, suivant respectivement que 7 est ou
n’est pas singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue (voir [7]).
On note 5! I’ensemble des complexes de module 1. Rappelons qu’une partie K de [—n, 7]
est un ensemble de Kronecker si, pour toute fonction continue f : K — S et tout ¢ > 0,
il existe un entier h tel que
< e

)= et

sup
reK

Dans le cas ol v est diffuse et concentrée sur ' U (—4'), ot K est un ensemble de Kronecker
dans [0, 7], on dit que le systéme dynamique gaussien de mesure spectrale v est un gaussien-
Kronecker. Notons qu'un ensemble de Kronecker est toujours de mesure de Lebesgue nulle ;
par conséquent, un gaussien-Kronecker est toujours d’entropie nulle. Comme on I’a déja dit,
I'intérét principal suscité par la classe des gaussiens-Kronecker réside dans leur étonnante
stabilité spectrale, propriété partagée avec les systémes a spectre discret qui sont, eux, tous
lachement Bernoulli.

On sait déja que certains gaussiens-Kronecker sont lachement Bernoulli, et que ’on peut
aussi trouver un systeme dynamique gaussien non lachement Bernoulli(voir [9]). La construc-
tion du gaussien-Kronecker non lachement Bernoulli qui va suivre s’inspire d’ailleurs largement
de celle effectuée dans ce travail, qui elle méme reprenait une idée de Rothstein ([6]).

1.4 Transformations de la trajectoire brownienne

On utilisera dans la suite la représentation d’un systéeme dynamique gaussien comme une
transformation géométrique de la trajectoire brownienne complexe, développée dans [8]. On
désignera donc par (£, &, 1) 'espace canonique du mouvement brownien complexe issu de 0,
sur lintervalle de temps [0,1]:

—  est l'espace des applications continues de [0,1] dans C, qui s’annulent en ¢ = 0,
— la probabilité p est la mesure de Wiener sur 2,

— & est la tribu borélienne, complétée pour p.

Pour w € ©, et 0 <t <1, on note By(w) la position de la trajectoire w a l'instant t.
Si ¢ est une mesure de probabilité sur [0,27] concentrée en un nombre fini de points
ap < -+ < a,, de masses respectives my,...,mp, on définit une transformation 7, de £,



préservant la mesure p, de la fagon suivante : posons, pour tout k € {1,...,p}, t& et Z?:l m;

et 1o Xy ; on découpe la trajectoire w en p morceaux, correspondant aux intervalles de temps
[ti—1,tk] (1 < k < p), puis on effectue une rotation de 'angle ay, sur le k-iéme morceau. T, w
est la trajectoire obtenue en recollant bout a bout les nouveaux morceaux. On a ainsi, pour

teft;,tiyl,

J
BioT, = Y (By — By_,) + ¢+ (B = By,). (1)
k=1
Si o est maintenant une mesure de probabilité diffuse sur [0, 27], on peut définir T, comme
la limite d’une suite transformations 7,,, ou les mesures o, sont concentrées en un nombre
fini de points et convergent suffisamment bien vers . Pour tout ¢ € [0, 1] et tout p € Z, on a

2
BioTE = /elpw(s)st,
0
ot ¥(s) ¥ inf{zel0,n]/o([0,2])>s}.

Si o est de plus concentrée sur [0, 7], (2, &, u, 1) est alors un systéme dynamique gaussien
de mesure spectrale v, ou v est la mesure de probabilité symétrique sur [—7, 7] définie par

(A) % %(a (An[0,7]) + (-4, ﬂ)), 2)

le processus gaussien réel sous-jacent étant donné par X Ll e (B1). On a aussi dans ce cas
T? = T;, ol & est la mesure sur [0,27] image de o par t — 2t.
En corollaire, si o est diffuse sur [0, 27], T, est ergodique (méme faiblement mélangeante),
et si de plus o est singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue, T, est d’entropie nulle.
On aura aussi besoin du lemme suivant, utilisé et démontré dans [9].

Lemme 1 Fixons une partition finie 2 = {P,, uw € %} de Q. Soit oy une mesure de proba-
bilité sur ]0,27[, concentrée en p points ag, . .., o,_1, chacun de masse 1/p, et soit [ un entier
supérieur ou égal a 1. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour toute mesure de
probabilité o vérifiant

VkE{O,...,p—l},U(]ak—é,ak—l—é[):%, 3)

on ait

1 (Wl (@0, Tp, 2) # Wi (@0, Ty, 2)) < e

2 Construction d’un gaussien-Kronecker

2.1 Construction d’un ensemble de Kronecker dans [0, 27]

La premiere étape de la construction consiste a choisir un entier my > 2, et a définir les
my points de [0, 27]
s 2k
o) e (0<k<m—1).
my



On pose py e my (en général, p, est le nombre de points définis & I’étape n), et Iy 4 mq
(en général, [, est un entier tel que les p, points définis a I’étape n soient tous de la forme
2j7/l,, avec j entier).

A Tétape n, on a donc défini p, points af = 257 /l, (0 <k < p, —1). On choisit alors
des entiers ¢y, ...,q, _; qui sont premiers, deux a deux distincts, et tous supérieurs a n. On
pose

i1 = Qo -Gy —1-

Puis, on choisit un entier k,41 > n + 1, et on pose pour 0 < k <p, — 1
& 21
Jp & a;g,a%i].
lnkn—l—l

Enfin, on choisit un entier m,4q > 2. Dans chaque intervalle J;', on définit alors m, 4 points
en posant pour 0 <k <p, —let 0<s<myyq — 1

w1 &, 27 !
Vernpgr+s %%+ lnkpy1ming1 (8 * q};) "

Le nombre de points de I’étape n + 1 vaut donc

déf
Prn+1 = PnMMp41,

et tous ces points sont de la forme 2j7/l,,11 avec

aéf
lny1 = Likppimagi1qnyr.

Proposition 2 Sous les hypothéses précédentes, 'ensemble

Pn—1

K & N U

n>1 k=0
est un ensemble de Kronecker.

Preuve — Il s’agit de montrer que pour toute fonction continue f : K — S, la propriété
suivante est vérifiée:

Ve >0, dh € Z, sup |f(z) — ethr

reK

< e (5)

Fixons un entier n > 1 et considérons le cas ol f est constante sur chaque intervalle .J;'. Notons
2, pour 0 < k < p, — 1, la valeur de f sur JJ. Il existe alors un entier j; € {0,...,¢7 — 1}

tel que
o 27 27
62277];@/%1 _ Zk‘ S — S -
q n
Puis, les entiers ¢g,...,q, 4 €étant premiers et deux a deux distincts, il existe un entier

J€40,...,¢quy1 — 1} tel que

Yk € {0, ... pn — 1}, €2Ti/5 = (2mi/a}

Posons alors
déf R
h = lnkn—l—lmn—l—l]-



Prenons maintenant 2 € I, soit k tel que 2 € JI, et k' tel que z € JL On vérifie facilement
que

iha™tl 2wy /Y . _i2wik/ay
e k! = ¢ k= ¢ k7

et donc

gthogt f(x)‘

2kl ay Zk‘ < 21 /n.

Puis, comme ‘x — az,‘"l‘ <27 /(lyg1kng2) <27n/(nlpgq1), et h <l,41,0n a
Gthartt _ ik 2l < 2_7T
nlyp1 — n
Ainsi, on a trouvé h € Z tel que, pour tout z € K,
47

e“”—f(ac)‘ < —.

Comme [ est aussi constante sur les intervalles J;* avec m > n, on en déduit facilement
qu’une telle fonction vérifie la propriété (5).

Enfin, il est clair que chaque fonction continue f : K — S' peut étre approchée uni-
formément sur K par une suite de fonctions (f,),>1, ot pour tout n, f, est constante sur

chaque intervalle J'. On vérifie alors la propriété (5) pour toutes les fonctions continues de
K dans S!. m]

2.2 Un gaussien-Kronecker non lachement Bernoulli

Dans la construction effectuée précédemment, on définit a I’étape n la mesure de proba-
bilité atomique o, qui donne a chaque point af la masse 1/p,. On appelle o la probabilité
sur [0, 27] définie par

of 1
V> 1, Ve e{0,....pn—1}, o(J7) & -

Pour simplifier les notations, on notera désormais 7, au lieu de T, , et T au lieu de T,.
Notons que, puisque les points a} vérifient /,a} = 0 [27], on a pour tout 7 > 1

ln _
Tn" = Idg.
La suite de ce travail sera consacrée a montrer le résultat suivant.

Théoreme 3 Il est possible dans la construction précédente de choisir 'entier mq, puis a
chaque étape les entiers k,41 et my41, de telle sorte que le systéme dynamique (2, </, u,T')
ne soit pas lachement Bernoulli.

Corollaire 4 Il existe un systéeme dynamique gaussien-Kronecker non lachement Bernoulli.

En effet, notons & la probabilité sur [0, 7] image de o par t — t/2. Le support K de o
étant un Kronecker, & est aussi concentrée sur un Kronecker, et donc (2,7, pu,T5) est un
gaussien-Kronecker. Mais T2 = T n’est pas lachement Bernoulli, donc T n’est pas non plus
lachement Bernoulli.



3 Preuve de la non lache-Bernoullicité

3.1 Indépendance

On va commencer par formuler quelques remarques, qui aideront a mieux comprendre
le comportement des transformations 7,,, et qui constitueront un argument essentiel pour la
démonstration du théoreme 3.

Proposition 5 Soit v une probabilité sur [0,27]. On suppose qu'’il existe un entier m > 1 tel
que v soit invariante par la translation x — x + 27 /m [27]. Alors les m variables aléatoires

By,BioT,,...,ByoT™ ! sont indépendantes.

Preuve — Par construction de la transformation 7, on a pour tous j, k£ dans Z

EBioTiBiolf] = 2 k)T gy ()
[0,27]
2 G [N k)
- = i(j—k)z ir(j—k)/m d
m Joan e (7; e ) v(z)

= 0 si(j— k) n’est pas divisible par m.

Pour conclure, il suffit de rappeler que dans le sous-espace gaussien .# de L?(p) engendré par
les variables By, 0 <t <1, dans lequel se trouvent tous les By o T}, 'orthogonalité équivaut
a indépendance. D

La mesure oy étant invariante par @ — 2 4+ 27 /my [27], on en déduit le corollaire suivant.
Corollaire 6 Les my variables aléatoires By, By oT,,,...,B1o T;flbl_l sont indépendantes.

Puis, pour n > 1 et 0 < k < p, — 1, notons

o déf
AL = Bty /o, = Brfpn

et soit .o/, la tribu engendrée parles A7, 0 < %k < p, —1. On a par définition de 7}, pour tout
entier j, 4 N
FoTi = ey,

et donc By o Tg = Zi’;_ol eijaZAZ est toujours «7,-mesurable.
Proposition 7 Pour tout entier n > 1, les my,+1 tribus

—kny1ln —(mnt1—Dkng1ln
JZ{an-l—l ﬂnv"'an-l—l ),

sont indépendantes.
Preuve — Si I = [a, b[ est un sous-intervalle de [0, 1], notons 7 le sous-espace gaussien
de s engendré par les variables By — B,, a <t < b. Les propriétés du mouvement brownien

entrainent que si 1 N.J = (), alors les espaces % et J#; sont orthogonaux. Or, pour 0 < k <
P, — 1, on a pour tout entier 3

Aj o Té+1 € Ak /pn,(k+1)/pnl »



et donc les p,, processus

A7 o TV ) (A” 0T’ )
(0 ) jer T\l Tt g

sont indépendants. Il suffit donc de voir que, a k fixé, les m, 1 variables

T(mn+1—1)kn+1ln

noAn knt1ln
o Ap oY nt1

n
a1l e Ap o

sont indépendantes. Or, Tjﬁll" agit sur l'espace Hfp/p, (k41)/p,] cOMme Tpn sur 2, ou vy
est la mesure de probabilité atomique sur [0, 27[ définie par

27 1 a1
Vre{0,...,mu11 — 1}, v T+ — = .
{ +1 } k ({mn-l—l ( qz)}) M1

Comme v} est invariante par la translation @ — z + 27/my41, la proposition 5 donne le
résultat voulu. D

3.2 Mise en place de la récurrence

On se fixe une partition 2 = {Py,..., Pigo} de £, qui servira a nier la définition de lache
Bernoullicité. Cette partition est définie par

p, {w €N /arg(Bl(w)) = [W’%[} 7

en prenant bien str la détermination de 'argument comprise entre 0 et 2. On notera alors
pour simplifier
, 4t ,
Wi (w.T) = W[ (w,T,2).
On se fixe aussi une suite (6,),>1 de réels dans ]0, 1/3[, strictement décroissante, et de limite
non nulle. On pose, pour tout n > 1

déf 671 - 6n—l—1
Entl = T .

On choisit aussi, pour tout n > 1, un entier b,11 > 100/c,41.

Le but de ce qui suit est de montrer que on peut choisir ’entier mq, puis a chaque étape
les entiers m,4+1 et k,y1, de telle sorte que pour tout n > 1, la propriété 5%, énoncée ci-apres
soit vérifiée, ce qui permettra de voir que la transformation T' = T, obtenue a la fin n’est pas
lachement Bernoulli.

% — 1l existe un “mauvais” ensemble Mn Jz/n—mesurable stable par Tn dont la mesure
’ ’ p ’
vérifie

En41
M, ;

pour tout wy € Q\ M, et tout entier [ > 1, on a
i ({we @\ My [T (WG (@, 1), W (wo, 1) <80 }) < mall), (6)

, —9/€nt1
oit ma(l) € (1612290v’/6n+1) .



Commencons par montrer que, si my est choisi assez grand, 4 est vérifiée. Grice au

corollaire 6, on sait que pour chaque mot W de longueur Iy = mq sur lalphabet % e
{1,...,100}, on a
n (WIS (@, 1) = W) = 10071,
Fixons un entier [ > 1, un point wy € Q, et estimons le nombre de mots W € !t tels que
T (W Wi (wo. 1)) < 61, (7)

Puisque 67 < 1/3, il est nécessaire pour que I'inégalité (7) soit vérifiée d’avoir

h
— [ 21
2 < < 1

et que W ait en commun avec W|é (wo,T1) une sous-suite de longueur au moins /1/2. Le
nombre de mots W € !t vérifiant (7) est donc majoré par

0511/2]+1 Cglll/z]ﬂ 10011/27

donc par 224 251 104 = 80", On en déduit

(7 (Wl (1) Wiheo. 1) < 0) < ()" = (5™

Or, si my est assez grand, on a clairement (4/5)™ < n(my), et donc 4 est vérifiée avec
déf

My =
On suppose maintenant que la construction a pu é&tre réalisée jusqu'au rang n > 1, de

telle sorte que pour tout entier p € {1,...,n}, la propriété 5, soit vérifiée. On suppose aussi

choisis les entiers ¢;, 0 < k < p, — 1, et donc le produit ¢,+1 = ¢ ...q, _; est fixé. On va

voir alors comment choisir les entiers k, 41 et m,41 pour que 5%, soit aussi vérifiée.

3.3 Approximations des T, ,;-mots par des concaténations de T, ,-mots

Gréce au lemme 1, on sait qu’il est possible de choisir k,41 assez grand pour que, pour
toute mesure de probabilité v vérifiant

21 1
Yk e{0,....p,— 1}, l/([an,a”—l—i]) = —, ]
on ait byl byl Ent1€
n4lin Tn n+lin Tl, n+1cn42 )
p (WG (w0, T) # WG (. T) < s (9)

On choisit de plus k,, 11 multiple de b,11, et on pose k11 = kjy1b,41.

On va maintenant, pour tout w € {2, modifier le mot I/V|é’“r1 (w,T,) de la facon suivante:

pour tout j € {0, ...,k 41mu41¢a11 — 1}, on remplace le sous-mot W|%:_:1)?:+1l" (W, Tht1) =

bntiln ibnt1ln bnt1ln ibrt1ln
Wit (Tg+1+1 w,Tn+1) par le T,,-mot W|,"* (Té+1+1 w,Tn), et on note W, (w,l,41)

10



la concaténation des T),-mots ainsi obtenue. Par choix de k41, on a par (9), pour tout entier
j € {07 sy k;”a-l-lmn-l-l%%—l—l - 1}

E [3 (W|g"+1l" (Tgﬁ_”fll"w,TnH)a gt (Tﬁ-nfllnw’T”))] < W ’
nbn1

d’ou
- In En+1én
E [d (W|O +1 (w7Tn+1), Wn (w, ln+1))] < ﬁ .

Par I'inégalité de Tchebychev, on obtient alors u(D) < €,42/2000,b,11, ol

p {w Q0 /E(Wlé"“ (@ Tog1). W (L)) 2 gn;} ‘

L’événement D est o7, q1-mesurable, puisqu’il n’est défini qu’a partir de I’action des transfor-
mations T, et T, 41 sur By, et en utilisant la périodicité de T, 41, on voit facilement que D

lny1bn
est stable par 7,7, On pose alors
brpiln—1
My & 7,0
= U THLD,
=0

La stabilité de M7}y par T,41 est immédiate, on a u(M11) < £,42/200, et pour tout
w€eN\ Mpyq,0na

_ En
(W5 (@, To). W (@, L)) < 5 (10)

3.4 Eviter le mauvais ensemble M,

Le mauvais ensemble M, étant supposé «,-mesurable, la proposition 7 entraine que les
mp4+1 variables aléatoires

Epgal (Mnt1=1)knt1!
]an7ﬂMnOTn_7|l_1 n7_..,ﬂMnOTn+f nt1ln

sont indépendantes. On sait aussi que pu(M,,) < £,41/100, et donc on peut choisir m,, 41 assez
grand pour que

1 Tt € €
Inkn n+1 n+2
Il > a0 Ty > < : :
Mp41 j=0 2 2()()lnbn—l—lkn-l—l In+1
Puisque T),11 préserve la mesure, on a aussi pour r € {0,..., k1 —1}et s € {0,...,¢,01—1}
1 et Inbng 1[4k (J )] < Entl Ent2
nbnt1(Tthnt1(J+Hsmnpy1 n4+ 4
a 2 M 0T ) 2000,,by 41 1! '
Mp41 i=o nOn+1Rn+19n+1
En écrivant
1 knt1mpt1gnt1—1 e
I E—— L, o T, 70"
Krp1mat1gnt k=0

1 gnt1—1 1 kpy1—1 1 Tt

= Z Z Z 1 Ly o Tinbrtrlrtkngs(Gtomnta)]

1 ’
hh+1 =, ) =0 Mnt1 n+

i=0

11



on voit alors que I’événement
k41 mnt1gnt1—1
déf 1

p - Ly, o TFontiln  Entl
Krp1mat1gnt = noon T2

vérifie p(F) < €,42/(2000,,411,). De plus, toujours par la périodicité de 7,41, £ est stable

bptiln . N
par T,75"". Il reste maintenant a poser
bpg1in—1
M T, E
n+l — U n+1+">
=0
pour obtenir un ensemble M’} € o, 1, stable par T,41, dont la mesure est strictement

inférieure a ¢,,42/200, et en dehors duquel on a

knt1mpt1gnt1—1

€n
Ly, o Thowttin < ;F (11)

k=0

On va maintenant modifier le mot W, (-,l,,41), de sorte & éliminer les éventuels problémes
dus au mauvais ensemble M,,. Cette modification va se faire de deux fagons différentes, suivant
le réle joué dans la vérification de 5%, 41 : celui de w ou celui de wy.

Pour w € Q, et tout j € {0,.... Kk y1mur1Gas1 — 1}, si Tﬁflb"“w € M,, on remplace

W|énbn+1 (Tgillbn-l-lwv Tn) dans W, (w7 ln-l—l) par le mot

Z(w) &

@W..o W

——
lpbpq fois “w”

On note W7, (w,l,41) le nouveau mot ainsi obtenu: c’est un mot sur Ialphabet a 101 lettres
2% U{w}. On a d’apres (11),si w ¢ M’} 11

- En
AW (@) W (@0, 1)) < 55 (12)

Définissons maintenant ’ensemble des bons T,,-mots
B, EA{wen [3we 0\ M, WIg (w,T,)=W}.

Pour wg € Q, et tout j € {0,...,kh11Mpr1Gnrr — 1}, si W|é" (Tﬁﬁb"“wo,Tn) n’est pas dans

B,,, on remplace I/V|é"anrl (Tgiﬂb"“wo, Tn) dans W, (wo, ln41) par Z(wg) = wp . . .wp. On note

W' (wo, l,+1) le nouveau mot ainsi obtenu. Remarquons que le nombre de modifications & faire
s bn+ q q

pour passer de W, (wo, l,41) @ W, (wo, l,41) est inférieur ou égal au nombre de modifications

pour passer de W, (wo, lyt1) & W7, (wo, lpg1). On a donc aussi, si wg & M’ 41

_ en
(W' (o Lntr) s W (w0, In)) < =5 (13)
On peut maintenant définir le mauvais ensemble de ’étape n + 1
déf

! "
Mn—l—l = Mn—l—l U Mn—|—17
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qui est bien 7, 1-mesurable, de mesure pu(M,11) < €,41/100 et stable par T},11; on a d’apres
(10), (12) et (13), pour tous w,wy € @\ M, 41

d (WG (@, Tugr), Wh (@, 0u11)) < Engr,s (14)
et d (W[ (wo, Tugr), Wi (woslng1)) < npa. (15)

Pour tout entier [ > 1 et tout wy € £, on définit aussi le mot W, (wp,!) en ne gardant que
les [ premieres lettres de (W), (wo,ln+1))k, ou k est un entier tel que [ < kl,41. On vérifie
alors grace a (15) que si wo & M,41 et I > l,,41/2

d (Wh (w0, Toan ). Wi (w0, 1) < 2041, (16)

3.5 Les n-blocs

Le mot W'}, (wo,l,41) défini précédemment est la concaténation de kj,41m41¢n41 SOUS-
mots de longueur b,41l,, qui seront dorénavant appelés les n-blocs de wy. Remarquons qu’un
n-bloc de wy est soit de la forme Wb"+1, avec W € B,,, soit de la forme wq . ..wy (b,41l, fois
la lettre “wg”).

Par définition de B,, et d’aprés I’hypothese de récurrence #,, on a pour tout wy € €2, et
tout sous-mot V d’un n-bloc de wy

n({wea\ M, [T(WIE @ 1),V) <6, }) < nalla). (17)

En effet, ceci est évident si le n-bloc est wy . . .wp ; sinon, le n-bloc est de la forme WP+ avec
W € B,, et on montre alors facilement grace a la stabilité de M,, par T,, que tout sous-mot
V' de ce n-bloc peut toujours s’écrire W|é (wh, Ty) avec wh € Q\ M,,. On déduit de (17) que,
si on note U(w) le mot constitué des [, premites lettres de W7, (w,,,41), alors

p({oe [TW@.V)<b.}) < nalla). (18)

Comme on ’a dit précédemment, il y a k},11m,11¢,11 n-blocs en tout wy. Cependant, le
lemme suivant montre que ’on peut majorer le nombre de n-blocs distincts par un nombre
indépendant de kj,yq.

Lemme 8 Pour wy € §, notons d(wg) le nombre de fois o, dans W'}, (wo, l;41), un n-bloc
est différent du n-bloc qui le suit. On a toujours

d(wy) < 1001,qn1mpg1-
Preuve — Pour 0 < j < kj,y1mpu11¢,41 — 1, notons
déf

1€ ln jbn-l-lln
Vi = Wig (Tn-l—l wo, Tn)-

Par construction de W', (wo,l,+1), et en utilisant T = Idg, , on voit facilement que d(wg)

est majoré par le nombre d’indices j € {0,..., kL 4+1mpu41¢nt1 — 2} tels que V; # Viyq. Pour
r€{l,...,0,}, notons v;, la r-ieme lettre de V;; il suffit de montrer que le nombre d’indices
J €40, . khy1myq1 @1 — 2} tels que v;, # 41, est majoré par 100 ¢,,41m,41. Or, comme
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; déf nailn
T, et T,41 commutent, on a vj, = P(57wh), avec § = T e

alors

déf _ T
, et wh = T 1wg. On écrit

Bl ] S](wﬁ)
pn—1 Mn41— -1

n—I—l . n+1
Z Z kmp41+s wo) exp (Zb”"'ll”akmnH -I-S)

pn_l Mp4+1—1

AP . 2mj Gnt1
Z Z k:rrLiHJrs wp) exp (lk,—<8qn+1 + pr ))

n4+1Mp41qn+1
27q
Pl exp (z/—‘]) ,
K 1My 1 Qg

ou P est le polynome défini par

pn—l T)’Ln+1 -1

df n
é Z Z ZT-lf—L}H-l‘FS )qun+1+qn+1/qk_

Le nombre d’indices j € {0,..., k11mp11¢,+1 — 2} tels que
P(5Iwh) £ P(STT1wh)

est donc majoré par le nombre de réels 6 € [0,27[ tels que P(e'?) appartienne & 1'une des 50

droites d’équations
2km

100

Comme P est de degré inférieur a q,+1m,+1, on obtient le résultat voulu en utilisant le lemme
qui suit, dont une démonstration est donnée dans [9].

arg(z) = [r] (0 <k <49).

Lemme 9 Soit P un polynéme de degré m > 1, a coeflicients complexes, et soit 7 une droite
du plan complexe passant par l'origine. Alors le nombre de réels § € [0,27[ qui vérifient
P(e'%) € 7 est majoré par 2m.

3.6 Deux lemmes utiles

Le lemme qui suit sera utilisé plusieurs fois pour la vérification de .57,41.

Lemme 10 Soit W = W; ... W, un mot de longueur ql, chaque W; étant de longueur [, et
soit V' un mot sur le méme alphabet. Alors on peut toujours écrire V. = Vq...V,, de telle
facon que

Z Vil + IWI

‘/vaz
TG

Si on suppose de plus f(V,W) < § < é+¢ < 1/3, ol § et ¢ sont des réels donnés, alors le
nombre d’indices i vérifiant f(V;,W;) < § + ¢ vaut au moins £q/9.

Preuve — Appelons s la longueur de la plus grande sous-suite commune & V et W. On
peut facilement trouver un découpage de V sous la forme V' = V; ...V, de telle fagon que,

14



si on désigne par s; la longueur de la plus grande sous-suite commune & V; et W;, on ait
5 =) 1<i<qSi- On a alors

- VI+ W] -2s
vw) = ——m—
Ya<i<q Vil + W3] — 2s;)
VI+ W]

q
Vil + [Wi| =
—— J (Vi, W}).

2 Ty S0

=1
Posons maintenant, pour 1 < ¢ < ¢,

aer Vil + Wil

t; ”
VI+ W]

et soit B I'ensemble des indices i € {1,...,q} tels que f(V;,W;) < é+¢.0On a

q
Dotilé+e) < Y (VW) < 6,
=1

ig¢B

d’ott 5
Sty = 1=t > 1- :
i€eB ig¢B 6+

Par ailleurs, puisque 6 + ¢ < 1/3, pour tout ¢ € B on a forcément |V;| < 2[, et donc t; <

31/(ql) = 3/q. On en déduit
3 3 3
—#B > >
q# b+¢ 3’
d’ou le résultat annoncé. m]
On aura également besoin du lemme combinatoire suivant, dont une démonstration se

trouve dans [9], utilisant elle-méme un résultat de [6].

Lemme 11 Soient 0 < ¢ < n deux entiers. Le nombre d’applications croissantes de {1,...,c}
dans {1,...,n} est majoré par ¢ 2° 23V/ne,

3.7 Vérification de 7,4

Fixons wp € Q\ M, 41, et un entier [ > 1. On veut maintenant majorer la probabilité de
I’événement

déf T n
Afwo, ) ' {w € @\ Moy /T (WIGH (@, Tagn)s WG (w0, Tag1)) < S |-
Puisque é,41 < 1/3, on sait déja que A(wo,!) =0 il <l,y1/2 ousil > 21,41. On suppose
donc maintenant l,,41/2 <1< 21,41.

Soit w € A(wo,!). Ni w ni wy n’étant dans M, 4, on a par (14) et (16)

?(W;’L (wvln—l—l)vw% (w07l)> < 6n—l—1 ‘|’35n—|—1-
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Ecrivons W7, (w, l41) sous la forme Wy ... W, ., ol chaque W; est de longueur Ik, 1mpq1.

D’aprés le lemme 10, on peut décomposer W (wo,!) sous la forme Vi ...V, ., avec

— Wil + (Wi <
f (W;ﬁb (w,ln+1) ,W% (wo,l)) = Z %f(‘/szz)v

et on sait qu’il existe au moins €,,41¢,+1/9 indices ¢ € {1,...,¢,+1} tels que

FVi, W) < g1 +4en41. (19)

Les indices ¢ qui vérifient (19) seront appelés bons indices. On dira aussi qu’un sous-mot V'
de W'l (wo,1) est bien placé si |V| est un multiple de Ik}, 11mp41, et si le rang de la premiere
lettre de V' dans W, (wp,!) est aussi multiple de I, kj,41mp41. Comme 6,41 + 4,41 < 1/3,
on a |V;| > l,k,y1my,41/2 pour tout bon indice ¢; en enlevant moins de 21, k), 11m, 11 lettres
3 V;, on peut donc trouver un sous-mot V; de W, (wo, 1), bien placé, et tel que

2 o Qan;”a—I—lmn—I—l o 4
f(‘/“‘/l) lnkn—l—lnﬂbn—l—l/2 B bn—l—l < Ently
d’ou o
J (VhWi) < Opg1 + Dy (20)

Enfin, pour tout sous-mot V de WY, (wp,!), notons dy le nombre de fois ot deux n-blocs
consécutifs et différents de wy rencontrent V. Par le lemme 8, et puisque [ < 21,41, on a

> dy < 2001Gng1mnga,

7 bon indice

et comme il y a au moins ¢,11¢,+1/9 bons indices, on en déduit I'existence d’un bon indice i
tel que dy. < 1800 LyMpst1/€ntt-

En résumé: si w € A(wo,l), en écrivant Wi, (w,l,1) = Wi ... W, . avec les W; de
longueur I, k,11m; 411, on est assuré de I'existence d’un 7 dans {1,...,¢,11}, et d’un sous-mot

V bien placé de W) (wo, 1), tels que

T(WZ,V) < 6n—|—1‘|’55n+17 (21)
1 l,m.,

ot dy < M (22)
En41

Fixons maintenant un sous-mot V' bien placé de W) (wg,l) vérifiant (22), un indice 7 €
{1,...,¢uys1}, et cherchons & majorer la probabilité que I'inégalité (21) ait lieu.
Le sous-mot W; de W1, (w,l,4+1) est la concaténation de kj,y1m,41 mots de longueur

lnbn+1 .

Wi - U171...U17k41+1 U271...U27k41+1 ---Umn+1,1-- U

Umipgr,khgr -

Chaque U est de la forme (U )"+, avec

In i—1)nknt1mptr1+(G—1)nkny1+(k—=1)nby,
Uy, = Wi (T75_|_1 Mnknt1mnt1+(—1)Inknt1+(k—1) +1van)
. — D)k n —1)lnkn, k—1)nby
s T:-I-l) +1M 41+ (I D)inkny1 +(k—1) e O\ M,,
Uip = w...w sinon.
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Si lindice k est fixé, la proposition 7 permet de dire:
Les my 41 mots Uy g, ..., Up, ., x sont indépendants. (23)

Lorsque (21) a lieu, on peut décomposer V sous la forme

V = Vl,l W1 Kht1 V271 Va2 Ky oo an+171 s an+17k41+1 )
avec
R |U
]7k| + |V,k| :
kz_: Z Wi+ |V] 7 (Uy,kvvﬁk) < g1 + 5041 (24)
=1 ;=1
De (24), on déduit facilement I'existence d’un indice k& dans {1,...,kl,y1} tel que
oS Ul + Vsl = (7
5k k
— f U‘Jg V‘Jg < (5_|_1-|—5€ +1-
j=1 ZISSSmn-I-l |U57k| + |V5,k| ( e ) ! !
Ce k étant fixé, la démonstration du lemme 10 assure que le nombre d’indices 7 € {1,...,mu41}
tels que
f (Uj,kvvj,k) < g1+ 6eng (25)
vaut au moins €,41my,41/9. Prenons un indice j vérifiant (25); comme U, = (Uj7k)b"+1, en
appliquant a nouveau le lemme 10 on obtient un découpage de V;j sous la forme
Vik = Vika o Vikbngrs
avec
T s 1 ? ? - +1 +1‘
IUJ,k|+|V]k| Voo Vi b ! !
On sait alors qu’il existe au moins €,,41b,41/9 indices r tels que
Uik, Vi) < bnpr + T enga. (26)

Or, comme f( ]k,‘/j7k) < bpg1 + 6441 < 1/3, on a forcément |V; i < 2b,410,, et donc
Vi, rencontre au plus 3 n-blocs de wy. Mais €,41b,41/9 > 3, et donc il existe un indice
r € {1,...,b,41} vérifiant (25), et tel que Vj 1, soit entierement contenu dans un n-bloc de
&Wo.

Nouveau résumé: notons m’ le plus petit entier supérieur ou égal & ¢,11my11/9. Si

(21) a lieu, il existe un indice k € {1,...,kl.4+1}, m’ indices jyi,..., 7, dans {1,..., mu41},
et m’ sous-mots Vq,...,V,, de V, chacun contenu dans un n-bloc de wy, tels que pour tout
se{l,....,m'},

f(U157k7V5) < Opp1 + Tepgr < Op.

Or, si k, j1,.vsjmry V1,..., Vi sont fixés, alors pour tout s € {1,...,m'} I"événement

Es Cﬁf (?(Ujs,kvvs) < 671)
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est de probabilité majorée par n,(l,) (voir (18)). Puis, grace a (23), on sait que ces m/

événements sont indépendants, et donc la probabilité qu’ils soient réalisés simultanément

vérifie /0
En+1Mint1

p(EL 00 E) < (nall) .

Majorons maintenant le nombre de choix possibles pour &, j1,..., Jmss Vige ooy Viur.
- Il'y a kj,41 choix pour k.
— Le nombre de choix possibles pour jy,...,j, dans {1,...,m,11} est inférieur & 27n+1,

— Les sous-mots Vq,...,V,,s sont entierement déterminés par la donnée de leur longueur
respective, du n-bloc dans lequel chacun est contenu, et du rang de leur premiere lettre
(modulo [,,) dans ce n-bloc.

— La longueur de chaque V; étant inférieure a 2[,,, il y a moins de (2[,)™+! choix
possibles pour les longueurs des V.

— Puisque V vérifie (22), le nombre de choix différents pour les n-blocs est majoré par
le nombre d’applications croissantes de {1,...,m’} dans {1,...,1800l,mpq1/€nt1}-
En utilisant le lemme 11, on montre que ce nombre est inférieur &

mn-|—1 an+1 23\/mn+1 (1 800 lnmn+1/sn+1) — mn+1 2(1-|—90\/ 2ln/5n+1 Mn41 .

— Enfin, le nombre de choix possibles pour le rang des premieres lettres est majoré
Mn41
par [n .

On en déduit que, ¢ et V' étant fixés, la probabilité que (21) ait lieu est majorée par
n 9 Mnp41
k%+1mn+1 <1223+90m(nn(1n))6 " ) .

Enfin, le nombre de choix pour ¢ vaut ¢,4+1, et le nombre de choix pour V' est majoré par le
nombre de sous-mots bien placés dans W, (wp, 1), qui est clairement inférieur & (b, 41¢,41)%
On obtient finalement

N(A(wov l))

IN

En 9\ Mnt1
b2 1oy K1 mn g (li 2390Vl /En s (Un(ln)) o/ )

2 3 1"
= bn+1‘]n+1kn+1mn+1 (5) .

Il est maintenant clair que si m, 41 est assez grand, on a pour tout wy ¢ M, et tout [ > 1

H(A(WOJ)) S 77n+1(lnkn+1(Zn+1mn+1)v

i.e. 41 est vérifiée.

On peut donc bien effectuer la construction de sorte a avoir %, pour tout entier n > 1.
Mais pour tout n, la mesure o vérifie (8), et donc (9); on en déduit aisément que 7' =T, ne
peut pas étre lachement Bernoulli.
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