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Quelques remarques sur les facteurs des syst�emes dynamiquesgaussiensA. Iwanik, M. Lema�nczyk, T. de la Rue, J. de Sam LazaroR�esum�eOn �etudie ici les facteurs des syst�emes dynamiques gaussiens engendr�es par des fonc-tions ne d�ependant que d'un nombre �ni de coordonn�ees.Comme application, on montre que pour un automorphisme gaussien �a spectre simple,la partition f(X0 � 0); (X0 > 0)g est g�en�eratrice.AbstractWe study here the factors of Gaussian dynamical systems which are generated byfunctions depending only on a �nite number of coordinates.As an application, we show that for Gaussian automorphisms with simple spectrum,the partition f(X0 � 0); (X0 > 0)g is generating.IntroductionOn se place dans le cadre d'un syst�eme dynamique (
;A ; �; T ), que l'on suppose gaussien :il existe un processus gaussien r�eel centr�e (Xp)p2Zqui engendre A , avec Xp = X0 � T p pourtout entier p. La loi d'un tel processus, et donc toutes les propri�et�es du syst�eme dynamiquequ'il engendre, est enti�erement d�etermin�ee par la donn�ee de ses covariances, qui s'�ecriventhXp ; XqiL2(�) = E [XpXq] = Z[��;�] ei(p�q)td�(t); (1)o�u � est une mesure �nie sym�etrique sur [��; �], appel�ee mesure spectrale du syst�eme. Untel syst�eme est construit canoniquement en prenant 
 = RZ, Xp �etant la projection sur la pecoordonn�ee, T le d�ecalage des coordonn�ees et � la probabilit�e sur RZqui donne au processus(Xp) la loi voulue. On pourra toujours supposer dans la suite que le mod�ele utilis�e est celui-ci.On suppose aussi le syst�eme ergodique, ce qui �equivaut �a8t 2 [��; �]; �(ftg) = 0:Pour une pr�esentation d�etaill�ee de ces syst�emes, on peut par exemple consulter [1].On s'int�eresse ici aux facteurs d'un tel syst�eme, c'est-�a-dire aux sous-tribus F de A quisont T -invariantes. Rappelons que chaque facteur F de T d�e�nit un syst�eme dynamiquenot�e TF sur l'espace 
F , obtenu �a partir de 
 en identi�ant les points ! et !0 tels que8F 2 F ; 11F (!) = 11F (!0).Les deux premiers auteurs tiennent �a remercier le laboratoire \Analyse et mod�eles sto-chastiques" de l'universit�e de Rouen, pour l'accueil chaleureux qu'ils ont re�cu de mars �a mai1996, p�eriode durant laquelle ce travail fut r�ealis�e.1



1 Facteurs classiques d'un syst�eme gaussienOn note H le sous-espace gaussien r�eel ferm�e de L2(�) engendr�e par le processus (Xp), etL2sym([��; �]; �) le sous-espace r�eel de L2(�) form�e des fonctions ' telles que 8t; '(�t) = '(t).On construit classiquement �a partir de (1) une isom�etrie entre H et L2sym([��; �]; �), qui faitcorrespondre Xp �a eip� pour tout entier p. En g�en�eral, si X 2 H correspond par cette isom�etrie�a ' 2 L2sym([��; �]; �), on note X  ! ':On voit facilement qu'alors, pour tout p 2Z,X � T p  ! 'eip�:Si G est un sous-espace ferm�e de H qui correspond par cette isom�etrie au sous-espace V deL2sym([��; �]; �), on note aussi G  ! V :1.1 Facteurs gaussiensPour tout A � [��; �] mesurable et sym�etrique, on noteL2sym(A; �) d�ef= n' 2 L2sym([��; �]; �) .'j([��;�]nA) = 0o ;on d�e�nit alors le sous-espace ferm�e HA de H parHA  ! L2sym(A; �):Comme L2sym(A; �) est stable par la multiplication par ei�,HA est stable par UT : X 7! X�T .La sous-tribu FA engendr�ee par HA est donc T -invariante : c'est un facteur de T . L'espaceHA �etant lin�eairement engendr�e par le processus gaussien �X(A)p �p2Zd�e�ni par8p 2Z; X(A)p = X(A)0 � T p  ! 11Aeip�;le facteur FA est engendr�e par ce processus. Le syst�eme dynamique TFA est donc aussi unsyst�eme gaussien, dont la mesure spectrale �A est absolument continue par rapport �a �, dedensit�e d�Ad� d�ef= 11A:Un tel facteur FA sera donc appel�e un facteur gaussien de T .1.2 Facteurs compactsOn note C(T ) le groupe des automorphismes de (
;A ; �) qui commutent avec T , et ons'int�eresse au sous-groupe S de C(T ) form�e des S tels que H soit stable par US . Si S estdans S , on a donc X0 � S 2 H , et il existe donc ' 2 L2sym([��; �]; �) tel queX0 � S  ! ':Comme ST = TS, on a alors aussi pour tout p 2Z,Xp � S  ! eip�';2



puis pour tout X 2 H , X  !  =) X � S  !  ':Comme US est une isom�etrie, la multiplication par ' doit être une isom�etrie de L2sym([��; �]; �),ce qui signi�e j'j = 1 �-p.s.On notera d�esormais M le groupe multiplicatif form�e des ' 2 L2sym([��; �]; �) qui sontde module constant �egal �a 1. Si ' 2M , la multiplication par ' dans L2sym([��; �]; �) d�e�nitsur H une isom�etrie U qui commute avec UT jH . Le processus gaussien (UXp)p2Za alors lamême loi que (Xp)p2Z, et engendre lin�eairement H , donc aussi la tribu A . Il existe alors ununique S 2 S tel que UXp = Xp � S pour tout p, donc tel que US jH = U .On peut donc ainsi �etablir un isomorphisme entre les groupes S etM , et on utilisera aussila notation S  ! ' pour indiquer que S 2 S correspond par cet isomorphisme �a ' 2 M .Notons que, S �etant muni de la topologie de la convergence faible des transformations (d�e�niepar : Sn �! S () 8A 2 A ; �(S�1n A�S�1A) �! 0), et M de la topologie de L2(�), cesdeux groupes sont ainsi topologiquement isomorphes, comme on peut le voir dans [4].Si � est un sous-groupe compact de S , la tribuF� d�ef= fA 2 A /8S 2 �; SA = Agest T -invariante. C'est donc un facteur de T , appel�e facteur compact.Un cas particuli�erement simple et important est celui o�u � = fId;�Idg. Le facteur F�est alors constitu�e des parties de 
 sym�etriques par rapport �a l'origine, et on l'appelle lefacteur pair. Ce facteur apparâ�t dans un travail de Newton et Parry ([7]), qui l'utilisent pourconstruire l'un des premiers exemples de syst�eme dynamique d'entropie nulle �a spectre deLebesgue d�enombrable.Lemme 1 Supposons le facteur F� non trivial (c'est-�a-dire contenant des parties de 
 demesure strictement comprise entre 0 et 1), soit S 2 � et ' 2 M tels que S  ! '. Alors ilexiste z0 2 C ; jz0j = 1, tel que� (ft 2 [��; �] /'(t) = z0g) > 0:Preuve| Notons � la mesure image de � par '. Il est facile de voir que le type spectralmaximal de l'op�erateur US surH est justement �. En d�ecomposantH en une somme de sous-espaces orthogonaux et cycliques pour US , on voit que le syst�eme dynamique (
;A ; �; S)est un produit direct de syst�emes dynamiques gaussiens, qui sont tous �a mesure spectraleabsolument continue par rapport �a �. Supposons maintenant que pour tout z,� (ft 2 [��; �] /'(t) = z g) = 0;alors � est continue, et donc chacun de ces syst�emes gaussiens est faiblement m�elangeant. Onen d�eduit que S est ergodique, et donc F� ne peut être que le facteur trivial.1.3 Facteurs classiquesOn appelle facteur classique de T tout facteur compact d'un facteur gaussien de T . L'im-portance des facteurs classiques dans l'�etude des facteurs des syst�emes gaussiens peut sejusti�er par le th�eor�eme suivant, concernant certains syst�emes gaussiens �etudi�es dans [2].Th�eor�eme 2 Si T est GAG (Gaussien �a Autocouplages Gaussiens), alors les facteurs clas-siques de T sont les seuls facteurs de T . 3



Ce th�eor�eme s'applique en particulier dans le cas o�u T est un gaussien-Kronecker, et plusg�en�eralement dans le cas o�u T est un gaussien �a spectre simple (voir [3]). Il est donc valablemême pour certains syst�emes gaussiens m�elangeants, puisqu'il en existe �a spectre simple (voir[6]).2 Facteur engendr�e par une variable ne d�ependant que d'unnombre �ni de coordonn�ees2.1 Quelques r�esultats sur les lois gaussiennes multidimensionnellesRappelons qu'un vecteur gaussien Y = (Y1; : : : ; Ym) �a valeurs dans Rm est dit non d�eg�e-n�er�e si les variables al�eatoires r�eelles Y1; : : : ; Ym ne sont pas lin�eairement li�ees. Une propri�et�eclassique des lois gaussiennes multidimensionnelles a�rme que Y est non d�eg�en�er�e si et seule-ment si la loi �Y de Y est �equivalente �a la mesure de Lebesgue sur Rm. On utilisera dans lasuite les deux lemmes qui suivent.Lemme 3 La mesure spectrale � du processus gaussien r�eel (Xp)p2Z�etant di�use, pour toutm � 1 et tous p1 < p2 < � � � < pm entiers, le vecteur gaussien (Xp1; : : : ; Xpm) est non d�eg�en�er�e.Preuve | Supposons qu'une combinaison lin�eaire des Xpi soit nulle. De �1Xp1 + � � �+�mXpm = 0, on d�eduit dans L2sym([��; �]; �)�1eip1� + � � �+ �meipm� = 0:Comme � est di�use, il existe donc une in�nit�e de r�eels � dans [��; �] tels que�1eip1� + � � �+ �meipm� = 0;d'o�u l'on d�eduit �1 = � � � = �m = 0:Lemme 4 Soit f une fonction mesurable born�ee de Rm dans R, X et Y deux vecteurs gaus-siens �a valeurs dans Rm non d�eg�en�er�es et ind�ependants. Si Y est ind�ependant de f(X + Y ),alors f est constante.Preuve | Notons �X et �Y les lois respectives de X et Y sur Rm. Comme Y est nond�eg�en�er�e, �Y est �equivalente �a la mesure de Lebesgue sur Rm, et on a par l'ind�ependance def(X + Y ) et Y , pour presque tout y 2 Rm,ZRm f(x+ y) d�X(x) = C d�ef= E [f(X + Y )] :Soit ' la densit�e de �X par rapport �a la mesure de Lebesgue sur Rm ; pour presque tout y ona C = ZRm f(x+ y)'(x) dx = ZRm f(x)'(x� y) dx: (2)4



Comme y 7! RRm f(x)'(x � y) dx est clairement continue, (2) est en fait vraie pour touty 2 Rm, d'o�u 8y 2 Rm; ZRm�f(x)� C�'(x� y) dx = 0:Or, �X �etant une loi gaussienne sur Rm, la transform�ee de Fourier '̂ de ' ne s'annule pas, etcela implique que les translat�ees de ', c'est-�a-dire les fonctions 'y : x 7! '(x� y); y 2 Rm,engendrent L1(Rm) (voir [5]). On en d�eduit ais�ement que f(x) = C pour presque tout x 2 Rm.2.2 D'autres facteurs?On �xe maintenant une fonction f : Rm �! Rmesurable et born�ee qui n'est pas presquepartout constante, des entiers p1 < � � �< pm, et on d�e�nit une variable al�eatoire r�eelle F parF d�ef= f(Xp1 ; : : : ; Xpm). On note FF le facteur engendr�e par F , c'est �a dire la tribu engendr�eepar les variables F � T p; p 2Z.Proposition 5 Soit A sym�etrique dans [��; �] tel que FF � FA. Alors A = [��; �].Preuve | Dans H , on peut �ecrire pour tout entier pXp = X(A)p +X(Ac)p :Les sous-espaces HA et HAc de H �etant orthogonaux, les facteurs gaussiens FA et FAcsont ind�ependants. Comme F est suppos�ee FA-mesurable, la variable f(Xp1; : : : ; Xpm) estind�ependante du vecteur gaussienY d�ef= (X(Ac)p1 ; : : : ; X(Ac)pm ):Par hypoth�ese, F est non constante, donc A ne peut pas être vide. D'apr�es le lemme 3, levecteur X d�ef= (X(A)p1 ; : : : ; X(A)pm )n'est pas d�eg�en�er�e. Le lemme 4 montre alors que le vecteur Y doit être d�eg�en�er�e, d'o�u Ac = ;.Proposition 6 Soit � un sous-groupe compact de S tel que FF soit contenu dans F�. Alors{ Ou bien F� est le facteur pair, mais ceci n'est possible que si f est paire,{ Ou bien � = fIdg, i.e. F� = A .Preuve | Soit S 2 �, et ' 2 M tel que S  ! '. Puisque F est F�-mesurable, on aF � S = F , c'est-�a-dire f(Xp1 ; : : : ; Xpm) = f(Xp1 � S; : : : ; Xpm � S):Si le vecteur gaussien (Xp1 ; : : : ; Xpm; Xp1�S; : : : ; Xpm�S) �etait non d�eg�en�er�e, cela contradiraitl'hypoth�ese f non constante. On a donc une relation lin�eaire non triviale�1Xp1 + � � �+ �mXpm = �1Xp1 � S + � � �+ �mXpm � S;5



qui s'�ecrit dans L2sym([��; �]; �)�1eip1� + � � �+ �meipm� = ��1eip1� + � � �+ �meipm��': (3)Mais le facteur F� n'�etant pas le facteur trivial, (car il rend mesurable la variable F nonconstante), le lemme 1 prouve qu'il existe z0 2 C ; jz0j = 1, tel que� (ft 2 [��; �] /'(t) = z0g) > 0:L'�egalit�e (3) montre alors qu'il existe une in�nit�e de t 2 [��; �] tels que�1eip1t + � � �+ �meipmt = z0 ��1eip1t + � � �+ �meipmt� :On en d�eduit : pour tout j 2 f1; : : : ; mg, �j = z0�j . Les �j et les �j �etant r�eels et non tousnuls, on a donc z0 = 1 ou z0 = �1. Dans le premier cas, on a par (3) ' � 1, d'o�u S = Id, etdans le second cas, ' � �1 d'o�u S = �Id.On en conclut que F� est soit le facteur pair (si � = fId;�Idg), soit A tout enti�ere (si �ne contient que l'identit�e). Mais clairement, le premier cas n'est possible que si f est paire.On d�eduit des deux propositions pr�ec�edentes le r�esultat suivant.Th�eor�eme 7 Le facteur engendr�e par la variable al�eatoire f(Xp1 ; : : : ; Xpm) non constanteest { ou bien A tout enti�ere,{ ou bien le facteur pair (mais ce n'est possible que si f est paire),{ ou bien un facteur non classique.Notons ici que l'hypoth�ese \F ne d�epend que d'un nombre �ni de coordonn�ees" est capi-tale : si on autorise F �a d�ependre de tout le processus (Xp)p2Z, le facteur FF peut alors êtren'importe quel facteur de T . En e�et, pour tout facteurF de T il existe une partition de 
 d�e-nombrable P = (Pn)n2Nqui engendre F (voir [8]). Il su�t alors de prendre F =Pn2Nan 11Pno�u les an sont deux �a deux distincts.Dans le cas o�u T est GAG, les th�eor�emes 2 et 7 donnent le corollaire suivant.Corollaire 8 Si T est GAG, et si f n'est pas paire, la tribu engendr�ee par les variablesf(Xp1 ; : : : ; Xpm) � T p; p 2Zest A tout enti�ere.En particulier, si T est GAG, la partition f(X0 � 0); (X0 > 0)g est g�en�eratrice, et il en estde même de toute partition de 
 obtenue �a partir d'une partition de R en ensembles non toussym�etriques par rapport �a l'origine. Bien sûr, dans le cas o�u � est absolument continue parrapport �a la mesure de Lebesgue, ce n'est plus vrai car alors T est d'entropie in�nie (voir [9]),et le facteur engendr�e par une partition �nie n'a qu'une entropie �nie. Mais peut-on trouverun gaussien d'entropie nulle pour lequel une telle partition n'est pas g�en�eratrice?Le th�eor�eme 7 permet aussi de voir que certains syst�emes gaussiens d'entropie nulle admet-tent des facteurs qui ne sont pas classiques. La mesure � �nie et sym�etrique sur [��; �] �etantdonn�ee, notons �+ sa restriction �a [0; �]. Soient �1+ l'image de �+ sur [0; �=2] par l'homoth�etie6



t 7! t=2, et �2+ d�ef= �1+ � ��=2 sur [�=2; �]. On d�e�nit �1 et �2 comme les mesures sym�etriquessur [��; �] obtenue respectivement �a partir de �1+ et de �2+, puis � d�ef= (�1 + �2)=2. Consi-d�erons maintenant un syst�eme dynamique gaussien (
;A ; �; T ), engendr�e par un processusgaussien (Xp)p2Zde mesure spectrale �. Un calcul simple sur les covariances de ce processusmontre que les deux sous-processus (X2p)p2Zet (X2p+1)p2Zsont ind�ependants, chacun �etantde mesure spectrale �. On peut alors d�e�nir une transformation S de 
 pr�eservant �, parX2p � S d�ef= X2p; X2p+1 � S d�ef= �X2p+1 (p 2Z):(Ici, S ne commute pas avec T .) Il est clair que tout �ev�enement dans le facteur FjX0j, c'est-�a-dire dans la tribu engendr�ee par le processus (jXpj)p2Z, est S-invariant. Mais alors, FjX0j nepeut pas être le facteur pair, car celui-ci contient par exemple l'�ev�enement (X0X1 > 0), quin'est pas S-invariant. Comme FjX0j ne peut pas être A tout enti�ere, on en d�eduit que FjX0jn'est pas un facteur classique.
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