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Sur la cohomologie dans les schémas de Bernoulli

Thierry DE LA RUE*

On cohomology in Bernoulli shifts

Abstract

We introduce an invariant of cohomology in Bernoulli shifts, which is used to answer a
question about cohomology of Hélder functions with finitary functions whose coding time
is integrable.

When restricted to the class of Holder functions, this invariant even provides a criterion
of cohomology.
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Résumé

On introduit un invariant de la cohomologie dans les schémas de Bernoulli, qui est
utilisé pour répondre a une question concernant la cohomologie d’une fonction héldérienne
avec une fonction finitaire & temps de codage d’espérance finie.

Cet invariant fournit aussi un critere de cohomologie si ’on se restreint a la classe des
fonctions holdériennes.

Mots clés : schéma de Bernoulli, cohomologie, fonction héldérienne, dynamique symbo-
lique.
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1 Préliminaires

On note X ¥ A7 P'ensemble des suites doublement infinies de lettres appartenant a un
alphabet fini A. On consideére la transformation T' de X qui décale les coordonnées & gauche,
ie. siz = (zp)pez € X, Tx est le point y = (yp)pecz défini par Vp € Z, y, e Zpt1. On
munit X d’une probabilité  T-invariante, de la forme g = P®%, ot P est une probabilité
sur A chargeant chaque lettre. Le systéme dynamique ainsi obtenu est donc un schéma de
Bernoulli.

Définition 1.1 Deux fonctions mesurables f et g de X vers R sont dites cohomologues s’il
existe une fonction mesurable ¢ : X — R appelée fonction de transfert telle que, pour
p-presque tout x,

g9(x) = f(z) + o(z) — (Tx).
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Etant donnée une fonction f, il est souvent bien utile de pouvoir trouver g qui lui soit
cohomologue, et appartenant a une classe de fonctions donnée. Dans cet esprit, citons par ex-
emple le résultat de Kocergin ([2]), qui prouve que toute fonction dans L' est cohomologue &
une fonction continue, ou encore celui de Bowen ([1]), selon lequel une fonction héldérienne est
toujours cohomologue a une fonction héldérienne ne dépendant que des coordonnées d’indices
positifs de . C’est une question de ce type qui constitue l'origine de ce travail : une fonc-
tion holdérienne est-elle toujours cohomologue & une fonction finitaire, & temps de codage
d’espérance finie 7 (Voir les définitions au paragraphe suivant.) Pour y répondre, on intro-
duit un invariant de la cohomologie dans un schéma de Bernoulli.

Pour z € X et a € A, on note (% le point de X ayant les mémes coordonnées que z,
exceptée celle d’indice 0 qui est remplacée par « :

Vp # 0, :1:1(,“) ef Tp, et :Ega) & .

Si f est une fonction mesurable de X vers R, et si pour un point € X expression

Arf@) BN (fr) - prha))

k=—n

a une limite quand n — +oc, on note A, f(x) cette limite. En fait, il suffit d’'une condition
un peu plus faible pour pouvoir définir sans ambiguité A,f(z) : si on peut trouver une
sous-suite d’entiers (ny)x>; de densité 1 telle que Ap* f(z) converge, on pose

aét . e
Auf(x) = lim Ag*f(z).
Exemples

Définition 1.2 Une fonction h : X — R est dite holdérienne s’il existe M > 0 et o €]0, 1]
tels que, pour tous x,y € X et tout entier n > 1, x; = y; pour tout j € {—n,...,n} entraine
h(@) - hly)| < Mo,

Si h est une telle fonction holdérienne, on a pour tout z € X et tout k € Z,
h(T*z) — h(Tk:L"(a)) < MoalFI=1,
et donc Agh(z) est bien défini pour tout z € X.

Définition 1.3 On dit qu’une fonction f : X — R est finitaire & temps de codage
d’espérance finie (FTCEF) si, pour p-presque tout x € X, il existe un plus petit entier
M(z) > 0 tel que pour tout y € X, y; = z; pour tout j € {—M(x),...,M(z)} entraine
fy) = f(z), et si

/XM(:E)d,u < +o0.

Notons que si f est FTCEF, pour p-presque tout z il existe un plus petit entier N(z) tel
que, pour |k| > N(z), M(T*z) < |k|. En effet, soit

deét
o(x) = > Mareregys i)
kel



Comme M est d’espérance finie, on a

[odn = S uM 2 K) = 142 w2 k) < 4o
X keZ k>1

ce qui prouve que o est u-presque strement fini. On en déduit que pour p-presque tout z,
Agf(z) est bien défini et vaut

N(x)

Mof() = 3 (#(Th2) = p(T2)). (1)

k=—N(z)

2 Invariance par cohomologie

Théoréme 2.1 Soit f : X — R une fonction mesurable telle que, pour une lettre a € A,
A, f(x) soit bien défini pour p-presque tout z. Alors pour toute fonction g cohomologue a f,
A,g(x) est bien défini pour p-presque tout x et vérifie

Aa9($) = Aaf(x)

Preuve — Remarquons tout d’abord que, puisque i rend les coordonnées indépendantes,
pour tout ensemble N p-négligeable, on a aussi

M({xeX/x(‘”eN}) = 0.

Soit ¢ une fonction de transfert vérifiant, pour u-presque tout z, g(z) = f(z)+¢(z) — o(Tx).
Un calcul élémentaire donne, pour pu-presque tout z et tout entier n > 0,

Algla) = ALf(e)+@(T™"5) = p(T"a) = (p(T"1z) = p(T"a@)) . (2)

Soit maintenant £ > 0. En utilisant le théoréme de Lusin, on trouve un compact K, de X
vérifiant p(K.) > 1 —¢/4, et tel que |, soit continue. Par ergodicité de T', il existe un
ensemble négligeable N, en dehors duquel T "2 € K. pour un ensemble d’entiers n de densité
au moins 1 — /4. Puis, pour p-presque tout z, on a aussi (@ ¢ N.. On en déduit I'existence
d’un ensemble d’entiers Ey, de densité au moins 1 — €/2, tel que pour tout n € Ey, T "z et
T-"2(%) sont dans K. La fonction de transfert  étant uniformément continue sur le compact
K., on obtient

. -n.y\ _ —n,.(a) _
nlggm(w z) = p(T™"z)) = 0.

Par le méme raisonnement, on obtient un ensemble Fy de densité au moins 1 — £/2, tel que

Jiril ((p(Tn+1:E)—(p(Tn+1x(a>)> - 0.
neEy

Ainsi, pour tout £ > 0, on trouve un ensemble d’entiers F et FEy N Ey de densité au moins
1 — ¢, tel que

Jim(Alg(a) - ALf(2) = 0.

I1 est alors facile de construire un ensemble E’ d’entiers de densité 1 vérifiant la méme pro-
priété, d’ou le résultat annoncé. O



Remarque

L’hypothese de 'indépendance des coordonnées sous p n’est utilisée que pour obtenir la non-
singularité de I'application z — z(®). Le théoréme 2.1 s’étend donc & toute probabilité 1
ergodique pour laquelle cette propriété est vérifiée. C’est le cas en particulier lorsque p est
quasi-Bernoulli, i.e. lorsque p est équivalente & la mesure produit u~ ®u™, ot u~ (respective-
ment ut) est la loi sous p de (2p)n<o (vespectivement de (25,)n>0). Comme on peut le voir
dans [3], la classe de ces mesures quasi-Bernoulli englobe notamment les lois des processus de
Markov stationnaires dont les probabilités de transitions sont toutes strictement positives, et
plus généralement les mesures de Gibbs (selon la définition donnée par Bowen dans [1]) dont
le support est A” tout entier. Mais que dire de I'invariance de A, par cohomologie lorsque
ne satisfait pas 'hypothése de non-singularité de z — (@ 7

3 Un exemple d’application

Le théoréme 2.1 donne une condition nécessaire pour étre cohomologue & une fonction FTCEF
qui, on le verra ensuite, n’est pas toujours remplie par les fonctions holdériennes.

Proposition 3.1 Pour qu’une fonction ¢ : X — R soit cohomologue & une fonction
FTCEF, il est nécessaire que pour tout a € A, Ayg(x) soit bien défini pour p-presque tout z,
et que cette fonction ne prenne qu’un nombre dénombrable de valeurs.

Preuve — Si g est une fonction cohomologue a f FTCEF, le théoréme 2.1 prouve que pour
toute lettre a € A, A,g(x) est bien défini pour u-presque tout z, et est égal & A, f(z). Or,
f étant FTCEF, il est facile de voir que f ne peut prendre qu’un nombre dénombrable de
valeurs. En utilisant (1), on voit que A, f(z) = Ayg(z) est une somme finie de valeurs de f,
et on en conclut que la fonction A,g ne peut elle aussi prendre qu'un nombre dénombrable
de valeurs. m]

Pour répondre négativement a la question posée ci-dessus, il suffit donc de trouver une
fonction h holdérienne, telle que pour une lettre a, Agzh prenne un continuum de valeurs.
Pour cela, plagons-nous dans le cas ou A = {0, 1}, et posons

OEED %(1 —a) (=2 S 2%:17]

j20 j=0

Cette fonction h est clairement holdérienne, et un calcul facile donne, pour € X tel que
Ty = 1,
1

kez
k#£0

Pour = P®” ot P(0) = P(1) = 1/2, Agh(z) est ici la somme de deux variables aléatoires
indépendantes, chacune de loi uniforme sur [0,1]. La fonction Agh prend donc un continuum
de valeurs.

4 Un critéere de cohomologie pour les fonctions holdériennes

On se propose maintenant de montrer que si l'on se restreint a la classe des fonctions
holdérienne, 'utilisation de A, fournit un critére de cohomologie. Précisons ici que lorsque



I'on parle de cohomologie entre deux fonctions holdériennes g et h, 1'égalité g(z) = h(z) +
o(x) —(Tz) doit avoir lieu pour tout x € X : on ne se réfere plus maintenant & une mesure
T-invariante précise.

On a besoin du théoréme suivant, donné dans [4].

Théoréme 4.1 (Livsic) Soit h : X — R une fonction holdérienne. Alors h est cohomo-
logue a 0 si et seulement si pour tout p > 1 et tout x € X vérifiant TPx = x, on a

f(@)+ f(Tx)+ -+ f(TP" ') = 0.
De plus, la fonction de transfert est aussi holdérienne.

Théoreme 4.2 Soit h : X — R une fonction holdérienne. On a I’équivalence entre les
propriétés suivantes.

1. 1l existe c € R et ¢ holdérienne tels que h =c+ ¢ —poT.
2. Pour tout a € A et tout x € X, Agh(xz) = 0.
3. Il existe a € A tel que, pour tout x € X, Ajh(z) = 0.

Preuve — Il suffit de montrer que la troisiéme propriété implique la premiere. Soit a € A
tel que Azh = 0. On pose ¢ e h(...,a,a,a,...), et pour simplifier on suppose ¢ = 0. Soit
xz € X vérifiant TPz = x pour un certain entier p > 1, et montrons que f(z) + f(Tz) + - +
f(TP~1z) = 0. Donnons-nous ¢ > 0, et prenons un entier / assez grand pour que

MY ok < /100,
k>Ip

ou M et a sont donnés dans la définition de “h holdérienne”. Soit ensuite n un entier plus
grand que 2[. On définit le point y € X par

déf . . déf .
yj = asi —np<j<np—1, y; = az;sinon.

Gréce & I'hypothese A,h = 0, on vérifie facilement que

Z(h(Tkx)—h(Tky)) = 0. (3)

kEZ

Par choix de [, on a

3 (h(Tkx)—h(Tky)> + Y (h(Tkm)—h(Tky)> < /50. (4)

k<—(n+l)p E>(n+l)p

En utilisant aussi A(...,a,a,a,...) =0, on obtient de méme
S (wTte) - nTty)
—(n=p<k<(n-l)p

—2(n—l)(h(x)+---+h(TP*1)m) < £/100. (5)




+ def

On définit également les points z+ et 2~ en posant, pour j < 0, T aetx; e zj, et pour

. déf déf .
3 >0, x;“ = zj et x; = a. Soient alors

INE DY (h(T’“x)—h(Tka“)),
—Ip<k<lp

et
NS (h(T’“x)—h(T’“m’)).
—Ip<k<lp

Notons que les quantités AT et A~ ne dépendent pas de n. En utilisant toujours le choix de
[ et la périodicité de z, on montre enfin

3 (h(Tkz) . h(Tky)> — AF| < /100, (6)
—(n+)p<k<—(n-l)p

ot S (h(Tkx) - h(Tky)) —A~| < e/100. (7)
(n-Up<h<(n+1)p

De (3), (4), (5), (6) et (7), on déduit
‘Q(n —1) (h(x) 4+ h(T”’l)m) + A" + A+‘ < e
Cette inégalité étant valable pour tout n > 2I, on ne peut avoir que

(h(m) g h(Tp_l)x> ~ 0

Question

Soit f une fonction mesurable de X dans R telle que pour une (toute ?7) lettre a € A,
A, f(x) soit bien défini et nul pour u-presque tout z. La fonction f est-elle nécessairement
cohomologue & une constante 7
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