
CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUEUNIVERSIT�E de ROUEN UNIVERSIT�E du HAVRE INSA de ROUEN

PUBLICATION de l'UPRESA 6085ANALYSE et MOD�ELES STOCHASTIQUES

�
�

�
�SUR LA COHOMOLOGIE DANS LES SCH�EMAS DE BERNOULLIThierry de la RUE

Document 1999-02Universit�e de Rouen UFR des sciencesMath�ematiques, Site Colbert, UPRESA 6085F 76821 MONT SAINT AIGNAN CedexT�el: (33)(0) 235 14 71 00 Fax: (33)(0) 232 10 37 94



Sur la cohomologie dans les sch�emas de BernoulliThierry de la Rue�On cohomology in Bernoulli shiftsAbstractWe introduce an invariant of cohomology in Bernoulli shifts, which is used to answer aquestion about cohomology of H�older functions with �nitary functions whose coding timeis integrable.When restricted to the class of H�older functions, this invariant even provides a criterionof cohomology.Key words : Bernoulli shift, cohomology, H�older function, symbolic dynamic.R�esum�eOn introduit un invariant de la cohomologie dans les sch�emas de Bernoulli, qui estutilis�e pour r�epondre �a une question concernant la cohomologie d'une fonction h�old�erienneavec une fonction �nitaire �a temps de codage d'esp�erance �nie.Cet invariant fournit aussi un crit�ere de cohomologie si l'on se restreint �a la classe desfonctions h�old�eriennes.Mots cl�es : sch�ema de Bernoulli, cohomologie, fonction h�old�erienne, dynamique symbo-lique.Classi�cation MSC 1991 : 28D05, 60G101 Pr�eliminairesOn note X d�ef= AZ l'ensemble des suites doublement in�nies de lettres appartenant �a unalphabet �ni A. On consid�ere la transformation T de X qui d�ecale les coordonn�ees �a gauche,i.e. si x = (xp)p2Z 2 X, Tx est le point y = (yp)p2Z d�e�ni par 8p 2 Z; yp d�ef= xp+1. Onmunit X d'une probabilit�e � T -invariante, de la forme � = P
Z, o�u P est une probabilit�esur A chargeant chaque lettre. Le syst�eme dynamique ainsi obtenu est donc un sch�ema deBernoulli.D�e�nition 1.1 Deux fonctions mesurables f et g de X vers R sont dites cohomologues s'ilexiste une fonction mesurable ' : X �! R appel�ee fonction de transfert telle que, pour�-presque tout x, g(x) = f(x) + '(x)� '(Tx):�UPRES-A CNRS 6085, Universit�e de Rouen { Math�ematiques, Site Colbert, F76821 Mont-Saint-AignanCedex. e-mail : delarue@univ-rouen.fr
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�Etant donn�ee une fonction f , il est souvent bien utile de pouvoir trouver g qui lui soitcohomologue, et appartenant �a une classe de fonctions donn�ee. Dans cet esprit, citons par ex-emple le r�esultat de Ko�cergin ([2]), qui prouve que toute fonction dans L1 est cohomologue �aune fonction continue, ou encore celui de Bowen ([1]), selon lequel une fonction h�old�erienne esttoujours cohomologue �a une fonction h�old�erienne ne d�ependant que des coordonn�ees d'indicespositifs de x. C'est une question de ce type qui constitue l'origine de ce travail : une fonc-tion h�old�erienne est-elle toujours cohomologue �a une fonction �nitaire, �a temps de codaged'esp�erance �nie ? (Voir les d�e�nitions au paragraphe suivant.) Pour y r�epondre, on intro-duit un invariant de la cohomologie dans un sch�ema de Bernoulli.Pour x 2 X et a 2 A, on note x(a) le point de X ayant les mêmes coordonn�ees que x,except�ee celle d'indice 0 qui est remplac�ee par a :8p 6= 0; x(a)p d�ef= xp; et x(a)0 d�ef= a:Si f est une fonction mesurable de X vers R, et si pour un point x 2 X l'expression�naf(x) d�ef= nXk=�n�f(T kx)� f(T kx(a))�a une limite quand n �! +1, on note �af(x) cette limite. En fait, il su�t d'une conditionun peu plus faible pour pouvoir d�e�nir sans ambigu��t�e �af(x) : si on peut trouver unesous-suite d'entiers (nk)k�1 de densit�e 1 telle que �nka f(x) converge, on pose�af(x) d�ef= limk�!+1�nka f(x):ExemplesD�e�nition 1.2 Une fonction h : X �! R est dite h�old�erienne s'il existe M > 0 et � 2]0; 1[tels que, pour tous x; y 2 X et tout entier n � 1, xj = yj pour tout j 2 f�n; : : : ; ng entrâ�nejh(x)� h(y)j < M�n.Si h est une telle fonction h�old�erienne, on a pour tout x 2 X et tout k 2 Z,���h(T kx)� h(T kx(a))��� < M�jkj�1;et donc �ah(x) est bien d�e�ni pour tout x 2 X.D�e�nition 1.3 On dit qu'une fonction f : X �! R est �nitaire �a temps de codaged'esp�erance �nie (FTCEF) si, pour �-presque tout x 2 X, il existe un plus petit entierM(x) � 0 tel que pour tout y 2 X, yj = xj pour tout j 2 f�M(x); : : : ;M(x)g entrâ�nef(y) = f(x), et si ZX M(x) d� < +1:Notons que si f est FTCEF, pour �-presque tout x il existe un plus petit entier N(x) telque, pour jkj > N(x), M(T kx) < jkj. En e�et, soit�(x) d�ef= Xk2Z 11M(T kx)�jkj:



Comme M est d'esp�erance �nie, on aZX � d� = Xk2Z�(M � jkj) = 1 + 2Xk�1�(M � k) < +1;ce qui prouve que � est �-presque sûrement �ni. On en d�eduit que pour �-presque tout x,�af(x) est bien d�e�ni et vaut�af(x) = N(x)Xk=�N(x)�f(T kx)� f(T kx(a))� : (1)2 Invariance par cohomologieTh�eor�eme 2.1 Soit f : X �! R une fonction mesurable telle que, pour une lettre a 2 A,�af(x) soit bien d�e�ni pour �-presque tout x. Alors pour toute fonction g cohomologue �a f ,�ag(x) est bien d�e�ni pour �-presque tout x et v�eri�e�ag(x) = �af(x):Preuve | Remarquons tout d'abord que, puisque � rend les coordonn�ees ind�ependantes,pour tout ensemble N �-n�egligeable, on a aussi��nx 2 X .x(a) 2 N o� = 0:Soit ' une fonction de transfert v�eri�ant, pour �-presque tout x, g(x) = f(x)+'(x)�'(Tx).Un calcul �el�ementaire donne, pour �-presque tout x et tout entier n � 0,�nag(x) = �naf(x) + '(T�nx)� '(T�nx(a))� �'(T n+1x)� '(T n+1x(a))� : (2)Soit maintenant " > 0. En utilisant le th�eor�eme de Lusin, on trouve un compact K" de Xv�eri�ant �(K") > 1 � "=4, et tel que 'jK" soit continue. Par ergodicit�e de T , il existe unensemble n�egligeable N" en dehors duquel T�nx 2 K" pour un ensemble d'entiers n de densit�eau moins 1� "=4. Puis, pour �-presque tout x, on a aussi x(a) 62 N". On en d�eduit l'existenced'un ensemble d'entiers E1, de densit�e au moins 1� "=2, tel que pour tout n 2 E1, T�nx etT�nx(a) sont dans K". La fonction de transfert ' �etant uniform�ement continue sur le compactK", on obtient limn�!+1n2E1 �'(T�nx)� '(T�nx(a))� = 0:Par le même raisonnement, on obtient un ensemble E2 de densit�e au moins 1� "=2, tel quelimn�!+1n2E2 �'(T n+1x)� '(T n+1x(a))� = 0:Ainsi, pour tout " > 0, on trouve un ensemble d'entiers E d�ef= E1 \ E2 de densit�e au moins1� ", tel que limn�!+1n2E ��nag(x)��naf(x)� = 0:Il est alors facile de construire un ensemble E0 d'entiers de densit�e 1 v�eri�ant la même pro-pri�et�e, d'o�u le r�esultat annonc�e.



RemarqueL'hypoth�ese de l'ind�ependance des coordonn�ees sous � n'est utilis�ee que pour obtenir la non-singularit�e de l'application x 7! x(a). Le th�eor�eme 2.1 s'�etend donc �a toute probabilit�e �ergodique pour laquelle cette propri�et�e est v�eri��ee. C'est le cas en particulier lorsque � estquasi-Bernoulli, i.e. lorsque � est �equivalente �a la mesure produit ��
�+, o�u �� (respective-ment �+) est la loi sous � de (xn)n<0 (respectivement de (xn)n�0). Comme on peut le voirdans [3], la classe de ces mesures quasi-Bernoulli englobe notamment les lois des processus deMarkov stationnaires dont les probabilit�es de transitions sont toutes strictement positives, etplus g�en�eralement les mesures de Gibbs (selon la d�e�nition donn�ee par Bowen dans [1]) dontle support est AZ tout entier. Mais que dire de l'invariance de �a par cohomologie lorsque �ne satisfait pas l'hypoth�ese de non-singularit�e de x 7! x(a) ?3 Un exemple d'applicationLe th�eor�eme 2.1 donne une condition n�ecessaire pour être cohomologue �a une fonction FTCEFqui, on le verra ensuite, n'est pas toujours remplie par les fonctions h�old�eriennes.Proposition 3.1 Pour qu'une fonction g : X �! R soit cohomologue �a une fonctionFTCEF, il est n�ecessaire que pour tout a 2 A, �ag(x) soit bien d�e�ni pour �-presque tout x,et que cette fonction ne prenne qu'un nombre d�enombrable de valeurs.Preuve | Si g est une fonction cohomologue �a f FTCEF, le th�eor�eme 2.1 prouve que pourtoute lettre a 2 A, �ag(x) est bien d�e�ni pour �-presque tout x, et est �egal �a �af(x). Or,f �etant FTCEF, il est facile de voir que f ne peut prendre qu'un nombre d�enombrable devaleurs. En utilisant (1), on voit que �af(x) = �ag(x) est une somme �nie de valeurs de f ,et on en conclut que la fonction �ag ne peut elle aussi prendre qu'un nombre d�enombrablede valeurs.Pour r�epondre n�egativement �a la question pos�ee ci-dessus, il su�t donc de trouver unefonction h h�old�erienne, telle que pour une lettre a, �ah prenne un continuum de valeurs.Pour cela, pla�cons-nous dans le cas o�u A = f0; 1g, et posonsh(x) d�ef= x0Xj�0 12j (1� xj) + (1� x0)Xj�0 12j xj:Cette fonction h est clairement h�old�erienne, et un calcul facile donne, pour x 2 X tel quex0 = 1, �0h(x) = 2� 2Xk2Zk 6=0 12jkjxk:Pour � = P
Z o�u P (0) = P (1) = 1=2, �0h(x) est ici la somme de deux variables al�eatoiresind�ependantes, chacune de loi uniforme sur [0; 1]. La fonction �0h prend donc un continuumde valeurs.4 Un crit�ere de cohomologie pour les fonctions h�old�eriennesOn se propose maintenant de montrer que si l'on se restreint �a la classe des fonctionsh�old�erienne, l'utilisation de �a fournit un crit�ere de cohomologie. Pr�ecisons ici que lorsque



l'on parle de cohomologie entre deux fonctions h�old�eriennes g et h, l'�egalit�e g(x) = h(x) +'(x)�'(Tx) doit avoir lieu pour tout x 2 X : on ne se r�ef�ere plus maintenant �a une mesureT -invariante pr�ecise.On a besoin du th�eor�eme suivant, donn�e dans [4].Th�eor�eme 4.1 (Liv�sic) Soit h : X �! R une fonction h�old�erienne. Alors h est cohomo-logue �a 0 si et seulement si pour tout p � 1 et tout x 2 X v�eri�ant T px = x, on af(x) + f(Tx) + � � � + f(T p�1x) = 0:De plus, la fonction de transfert est aussi h�old�erienne.Th�eor�eme 4.2 Soit h : X �! R une fonction h�old�erienne. On a l'�equivalence entre lespropri�et�es suivantes.1. Il existe c 2 R et ' h�old�erienne tels que h = c+ '� ' � T .2. Pour tout a 2 A et tout x 2 X, �ah(x) = 0.3. Il existe a 2 A tel que, pour tout x 2 X, �ah(x) = 0.Preuve | Il su�t de montrer que la troisi�eme propri�et�e implique la premi�ere. Soit a 2 Atel que �ah = 0. On pose c d�ef= h(: : : ; a; a; a; : : :), et pour simpli�er on suppose c = 0. Soitx 2 X v�eri�ant T px = x pour un certain entier p � 1, et montrons que f(x) + f(Tx) + � � �+f(T p�1x) = 0. Donnons-nous " > 0, et prenons un entier l assez grand pour queM Xk�lp�k < "=100;o�u M et � sont donn�es dans la d�e�nition de \h h�old�erienne". Soit ensuite n un entier plusgrand que 2l. On d�e�nit le point y 2 X paryj d�ef= a si � np � j � np� 1; yj d�ef= xj sinon.Grâce �a l'hypoth�ese �ah = 0, on v�eri�e facilement queXk2Z�h(T kx)� h(T ky)� = 0: (3)Par choix de l, on a������ Xk<�(n+l)p�h(T kx)� h(T ky)�������+ ������ Xk�(n+l)p�h(T kx)� h(T ky)������� < "=50: (4)En utilisant aussi h(: : : ; a; a; a; : : :) = 0, on obtient de même������ X�(n�l)p�k<(n�l)p�h(T kx)� h(T ky)��2(n� l)�h(x) + � � �+ h(T p�1)x������ < "=100: (5)



On d�e�nit �egalement les points x+ et x� en posant, pour j < 0, x+j d�ef= a et x�j d�ef= xj , et pourj � 0, x+j d�ef= xj et x�j d�ef= a. Soient alors�+ d�ef= X�lp�k<lp�h(T kx)� h(T kx+)� ;et �� d�ef= X�lp�k<lp�h(T kx)� h(T kx�)� :Notons que les quantit�es �+ et �� ne d�ependent pas de n. En utilisant toujours le choix del et la p�eriodicit�e de x, on montre en�n������ X�(n+l)p�k<�(n�l)p�h(T kx)� h(T ky)���+������ < "=100; (6)et ������ X(n�l)p�k<(n+l)p�h(T kx)� h(T ky)���������� < "=100: (7)De (3), (4), (5), (6) et (7), on d�eduit���2(n� l)�h(x) + � � � + h(T p�1)x�+�� +�+��� < ":Cette in�egalit�e �etant valable pour tout n � 2l, on ne peut avoir que�h(x) + � � � + h(T p�1)x� = 0:QuestionSoit f une fonction mesurable de X dans R telle que pour une (toute ?) lettre a 2 A,�af(x) soit bien d�e�ni et nul pour �-presque tout x. La fonction f est-elle n�ecessairementcohomologue �a une constante ?R�ef�erences[1] Bowen (R.). { Equilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Di�eomorphisms.{ Berlin, Springer, 1975, Lecture Notes in Mathematics, volume 470.[2] Ko�cergin (A.V.). { On the homology of functions over dynamical systems. Soviet. Math.Dokl., vol. 17, 1976, pp. 1637{1641.[3] Ledrappier (F.). { Sur la condition de Bernoulli faible et ses applications, pp. 152{159.{ Springer-Verlag, 1976, Lecture Notes in Mathematics, volume 532.[4] Liv�sic (A.N.). { Cohomology of dynamical systems. Math. USSR Izv., vol. 6, 1972, pp.1278{1301.


