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Le but de ce chapitre est d’introduire une classe de systemes dynamiques d’origine pro-
babiliste : les suspensions de Poisson, construits a partir d’un processus ponctuel aléatoire de
Poisson. L’intérét de ces systeme réside d’abord dans le lien qu’ils établissent entre la théorie
ergodique en mesure infinie et celle en mesure finie. En effet, & chaque systeme dynamique
préservant une mesure o-finie, on peut associer une suspension de Poisson qui est un systéme
dynamique préservant une mesure de probabilité. Les propriétés de la suspension de Pois-
son sont intimement liées a celles du systeme de base auquel elle est associée, et nous allons
présenter ici des criteres simples sur le systeme de base pour que la suspension de Poisson soit
ergodique, faiblement mélangeante ou mélangeante. Ces critéres sont principalement obtenus
grace a I’analyse spectrale de 'opérateur de Koopman associé a la suspension de Poisson, qu’il
est possible de réaliser grace a la décomposition en chaos de I’espace L? de la suspension.

1 Suspension de Poisson

1.1 Processus de Poisson

Soit (X, .o, u) un espace de Lebesgue, ou X est un espace métrique complet séparable, </
la o-algebre borélienne de X, et 1 une mesure o-finie. On considere ’espace X* des mesures
ponctuelles sur X, i.e. les mesures de la forme

n= Z 5;&;7
el
ou I est au plus dénombrable, z; # x; pour ¢ # j et telle que tout ensemble borné A C X ne
contient qu’un nombre fini de points de la famille (x;);c;. On munit X* de la plus petite o-
algebre o7 rendant les applications Ny : 1+ n(A) mesurables pour tout A € &/ de mesure
finie. Enfin, on définit sur (X*, &/*) la probabilité p*, comme 'unique loi de probabilité sur
X* sous laquelle, pour toute famille d’ensembles A1, ..., A, € & de mesure finie et deux a
deux disjoints, les variables aléatoires Ny, , ..., Na, sont indépendantes et suivent des lois de
Poisson de parametres respectifs p(A41),..., u(Ay) :
p(Aj)

=1 e

1.2 Suspension de Poisson associée

Soit T' une transformation inversible sur X préservant la mesure pu. On définit alors la
transformation associée T, : n € X* — noT~! € X*. Si on identifie la mesure 7 a la



famille de points (x;);, la transformation T, consiste & bouger chacun des points selon la
transformation T : T,n = Zie 1 07¢;- Comme T préserve la mesure p, la transformation 7T}
préserve p*.

Le systeme dynamique (X*,o7*, u*,T,) est appelé suspension de Poisson associée au
systeme de base (X, <7, u,T). C'est un systeme dynamique préservant une mesure de pro-
babilité.

1.3 Propriétés élémentaires

La suspension de Poisson est bien définie méme si (X)) est de mesure finie, mais dans ce
cas elle n’est pas ergodique : en effet dans ce cas le nombre total de points dans ’espace X vus
par la configuration 7 est non constant (c’est une variable aléatoire de Poisson de parametre
(X)), or ce nombre reste invariant par la transformation 7.

Rappelons qu’'un systeme dynamique (Y, %, v,S) ol v est une mesure de probabilité est
(isomorphe &) un décalage de Bernoulli si il existe une fonction mesurable f définie sur Y
telle que les variables aléatoires (f o S™),, ., soient indépendantes, et engendrent la o-algebre
. Comme toute sous-c-algebre de Z est engendrée par une fonction mesurable, un critere
pour que le systeme soit un décalage de Bernoulli est 1’existence d’une sous-o-algebre .% C %
telle que les o-algebres S™".%, n € Z soient indépendantes, et telle que # =\/ ., S™"F.

Proposition 1.1. Si (X, o, u,T) est totalement dissipatif, alors (X*, o/ p* T,) est un
décalage de Bernoulli.

Démonstration. Si (X, <7, pu,T) est totalement dissipatif, on sait qu’il existe un ensemble
errant W tel que X = | |,,., T"W mod p. Considérons la o-algebre

Fi=0(Na: A€, u(A) <oo,ACW).
On a, pour tout n € Z,
T,"F =0(Na: A€, p(A) <oo,ACT "W),

et donc
a* =\ T."Z.
nez
De plus, comme W est errant, les T~"W sont disjoints, et par la propriété d’indépendance
de la mesure de Poisson, les o-algebres T, "% dont indépendantes. Donc (X*, &7, u*, T) est
un décalage de Bernoulli. O

Exercice 1.1. Montrer que si X s’écrit comme une réunion disjointe X, L Xa, ou X1 et Xo
sont invariants par T', alors T} est le produit direct des deux suspensions (X', (p|x,)*, (T'|x;)),
1=1,2.

En déduire en utilisant la décomposition de Hopf que T, se décompose toujours en un
produit direct d’un décalage de Bernoulli (possiblement trivial) avec une suspension de Poisson

associée a un systéme de base conservatif.

2 Décomposition en chaos de L?(u*)

Pour comprendre les propriétés spectrales de la suspension de Poisson, on a besoin de
comprendre ’action de l'opérateur de Koopman Uz, sur L?(p*). Un outil fondamental dans
ce cadre est la décomposition en chaos.



2.1 Les chaos de L?(u*)

Pour tout ensemble A € o/ de mesure finie, rappelons que E,«[Na] = p(A), et que pour
tout 1 < p < oo, E,+[N}] < 00. On note Ny := Ny — pu(A) la projection orthogonale dans
L?(p*) de Ny sur orthogonal des fonctions constantes. La variable aléatoire N4 appartient &
L%(u*), sa variance vaut Ej [Wj] = n(A), et pour toute famille finie d’ensembles Ay, ..., A,
de mesure finie, le produit Nga, --- Na, appartient & L?(u*).

Lemme 2.1. Soit (Ay,...,A,) une famille de sous-ensembles de X deux a deux disjoints
de mesure finie, et soit (By,..., By,) une autre famille de sous-ensembles de X deux a deux
disjoints de mesure finie. Si n # m, alors WAI .- -NAn et WBI .-~ Np,_ sont orthogonaux dans
L2 (u).

Démonstration. On considere la partition finie & de X engendrée par les A; et les B;. Chaque
NAi peut étre écrit comme une somme finie de NPZ, ou les Py sont des atomes de & de
mesure finie. En développant le produit N4, - -- N4, , on obtient une somme de produits de la
méme forme (chaque produit a toujours n facteurs), mais pour lesquels les ensembles sont des
atomes de &2. En faisant la méme chose avec les Bj, on voit qu’il suffit de prouver le lemme
lorsque les A; et les B; sont des atomes d’une partition finie. Supposons que n > m. Alors il
existe un élément de la famille (A;)1<i<, qui n’appartient pas a 'autre famille (par exemple
A,). Comme A, est disjoint de tous les autres ensembles, N4, est indépendant du produit

H1§i<n Ny, ngjgm Np;, et on a

m

Euo| [ Nao [] Ns;| =B [Na,] Bus| I[ Na [ N3, | =0

1<i<n 1<j<m 1<i<n 1<j<m
O

Définition 2.2. On note H) le sous-espace de L?(u*) contenant les variables aléatoires
constantes et, pour tout n > 1, on note H™ le sous-espace fermé de L?(u*) engendré par
les produits Na, -+ Na, ot (Aq,...,A,) est une famille de sous-ensembles de X deux & deux
disjoints de mesure finie. L’espace H™ est appelé n-eme chaos de la suspension de Poisson.

D’apres le lemme 2.1, les chaos sont deux & deux orthogonaux.

2.2 Isométrie entre L2, (X", /%" u®") et le n-eme chaos

Pour n > 1, soit L2, (X", &®", u®") le sous-espace des fonctions de L? (X", &/®", u®")
invariantes par permutation des coordonnées. Notons que pour tout f1, ..., f, € L (X, o/, i),

la fonction

Sf17---,fn = (:L‘la s 7$n) = Z Hfdl(xl)

gEX, 1=1

est dans Lgym (X™, /%" u®™). Lorsque les f; sont des indicatrices, on notera Sy, 4, au lieu

de S]lAl,---JlAn'

Théoréme 2.3. I existe une isométrie entre L2, (X", " u®") et le n-éme chaos H™,
qui étend la correspondance

1 _

—=S54,,..,4, ¢« Na,---Nga

Vn!

n



(o1 Ay,..., A, sont des ensembles de mesure finie deux & deux disjoints).

Démonstration. Pour simplifier la rédaction, supposons que X = R et u est la mesure de
Lebesgue. Pour tout entier £ > 1, soit &% la partition dénombrable de X = R en intervalles
de la forme [j/2¢, (j 4+ 1)/2%), j € Z. Pour toute famille Ay,..., A, d’atomes deux & deux
disjoints de &, on a

2

= (A1) -+ p(An) = [Ny - N, |2
Lgym(,“@n)

1

De plus, si By, ..., B, sont aussi des atomes deux & deux disjoints de &%, dont au moins un
n’apparait pas parmi {Ay, ..., A,}, alors

<SA1, LA n7SBL ,B> (&) = Z H,u AUZﬂB

o, YEX, 1=1
= (Nay - Naw. No, - No,) g

Soit V; le sous-espace de L2 (u®") engendré par Say,..A, pour tout n-uplet (A4i,...,Ay)

sym M

d’atomes distincts de &%. Soit Wy le sous-espace de H (n) engendré par les produits WAl .-+ Ny
avec la méme condition. On peut étendre linéairement la correspondance

n

1 _ _
T/ESAM...,AH < Na, Ny

en une isométrie entre Vy; and W,.

Comme (Vy)¢>1 et (Wy)e>1 sont des suites croissantes de sous-espaces, et puisque I'isométrie
entre Vi1 et Wyyy étend l'isométrie entre V; et Wy, on peut étendre la correspondance en
une isometrie entre | J, Vp = L2, (u®") et U, W, = H ), O

n

On peut montrer que pour f € L2 (X", u®")N LY (X™, u®™), on a via cette isométrie la

correspondance

f <n v s, J@te ) (n(da) = ) ) - (nlden) - u(dwn>)> LW

ou A, est la < diagonale > de X", i.e. 'ensemble des (z1,...,x,) tels qu’il existe i # j avec
z; = x;. En particulier, si fi,..., f, € L? (X, o/, u) N L' (X,/, 1), on a la correspondance

sym

1
ﬁsﬁ,...,fﬂ

<77 — /X“\An fi(xy) - fn(mn)<77(dx1) — ,u(da:l)) <77<d$n) _ M(dmn)>> )

—

2.3 Décomposition en chaos

Proposition 2.4. Pour tout n > 1 et toute famille (A1,...,A,) de parties mesurables de X
de mesure finie,

Ny,---Ny, e HOa HO ... g HM,



Démonstration. Notons que le résultat est vrai si les (A4;); sont deux a deux disjoints : en
effet, comme Ny, = Ny, + u(A;) pour tout i, en développant le produit [}, Na,, on obtient
une somme (pondérée) de produits de NA” ou chaque produit porte sur au plus n indices
et concerne des ensembles deux a deux disjoints. Par définition des chaos, on en déduit que

[[2: Na, € Do H,

En décomposant chaque A; suivant la partition finie engendrée par la famille (A, ..., A,),
on se raméne au cas ol pour chaque i # j, A; = A; ou A; N A; = (). Nous nous ramenons
donc a montrer que pour tout n > 1, pour tout 1 < r < n, pour tous entiers ki,...,k,
avecy .;_, k; = n, et pour tous Ay, ..., A, de mesure finie deux & deux disjoints,

N:ll---NA:EH(O)@H(I)@~--€BH(”). (3)

Comme dans la démonstration du théoréeme 2.3, on suppose pour simplifier les notations que
X =R, et on considére pour tout entier £ > 1, la partition dénombrable &% de X en intervalles
de la forme [j/2é, (j+ 1)/25), J € Z. Supposons d’abord que les A; sont #,-mesurables pour
{p fixé et montrons (3).

Chaque Ny, peut étre écrit comme une somme finie de Np ot P est un atome de &%. Notons
2! I’ensemble des atomes de 2, utilisés dans la décomposition de A;. Si j # i, 2N @f = 0.

En développant le produit [];_, N:Z, on obtient une somme de termes correspondant chacun
au choix d’'un atome pour chacun des n facteurs, ce qui revient a choisir une fonction F :
{L,....,n} = |, t@l, vérifiant F'(j) € ,@f pour chaque ki + -+ ki1 < j < ki + -+ k.
Notons v 'ensemble de toutes ces fonctions, de sorte que

3= [[Ne=% I 5@
i=1 FeZ; j=1 FeF, PEF({1,...,n})

Pour une configuration 7 fixée, puisque la suite de partitions (&) sépare les points de X,
pour £ assez grand on a Np(n) € {0, 1} pour tout atome P € | |, 2. On obtient ainsi, pour ¢
assez grand (dépendant de la configuration 7) :

.,
[Ivem=35  TI Ne.
i=1 FeF, PEF({1,...n})

Ceci prouve qu’en introduisant

-Y I M

FeZ, PEF({1,...n})

on a
N
HNA

Par ailleurs il est clair que 0 < Q; < [[;_; NV A:' On a donc la majoration

-0 () v



Par le théoreme de convergence dominée, on a donc aussi
T
L2(u*) ;
Qi 2, T vk
l—o0 - 1 o
1=

Or chaque produit intervenant dans la définition de @, porte sur au plus n atomes de &
deux & deux disjoints. Donc Q, € @y H®. Comme ce sous-espace est fermé dans L?(u*), cela
montre (3) dans le cas ou les A; sont Z,-mesurables pour un certain £.

Pour montrer (3) dans le cas général, on approche chaque A; par une suite d’ensembles
(Af) ) ou Af est &-mesurable. En considérant une sous-suite si nécessaire, on peut supposer
que

Z/J,(Ai A AY) < oo Vi
4

Par Borel-Cantelli, ceci implique la convergence presque stire de Ny¢ vers Ny,. Définissons,
pour 1 << r

A; =AU AL = A0 JAf\ 4)).
l L

On a u(4;) < 0o, Ny, < Nj , et pour tout £, Ny¢ < N; . Comme [], N;f € L?(u*), on obtient
aussi par convergence dominée

T T

. L2 () ks

Nk 2L T Vb

[ 2 T
=1 =1

Or on sait déja que le membre de gauche est, pour tout ¢, dans la somme des n premiers

chaos. Donc sa limite est aussi dans @y H®. O

D’apres le lemme précédent, toute variable aléatoire qui peut s’écrire comme un polynéme
de degré n en variables de la forme N4, appartient a H O @... H™. Dapres le théoreme
de Stone-Weierstrass, on peut approximer (dans L?(pu*)) toute fonction mesurable bornée
d’un nombre fini de variables de la forme Ny, par un tel polynéme. Ces fonctions formant un
sous-espace dense dans L?(u*), on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.5. La somme directe des chaos engendre L?(u*), i.e. on a la décomposition

L) = @ H™. (4)

n>0

3 Propriétés spectrales d’une suspension de Poisson

La décomposition en chaos que 'on vient de voir permet de completement décrire ’action
de l'opérateur de Koopman Up, : L?(p*) — L%(p*) en fonction de celle de l'opérateur U :
L?(u) — L?(u). Ainsi les propriétés spectrales d’une suspension de Poisson peuvent se déduire
de celles de la transformation 7' agissant sur l’espace de base (X, <7, u). L'objet de cette
partie du cours est précisément de fournir des criteres simples sur 1" donnant respectivement
I’ergodicité, le mélange faible ou le mélange de T.

Dans la suite, on notera or, le type spectral maximal de Ty, et o celui de T'. Attention,
si u(X) = oo, il n’y a pas de fonction constante non nulle dans L?(y), et dans ce cas o7 est
défini comme le type spectral maximal de I’action de Ur sur tout L?(u).



Dans un premier temps, notons que ’'opérateur unitaire Ur défini sur L?(u) s’étend pour
tout n > 1 & un opérateur unitaire (Ur)®" sur L%(X™, u®") par la formule

(Ur)"f = foT™",

ou T""™(x1,...,xpn) = (Tx1,...,Txy,). Clairement, Lgym (X7, /®™ 1®™) est un sous-espace
stable par (Ur)®™ de L2(X™, u®m).

Lemme 3.1. Le type spectral maximal de (UT)®n|L§ym(Xn7p{®n’#®n) est (or)*".
Démonstration. On sait qu’il existe f € L?(u) dont la mesure spectrale est op. Alors la

mesure spectrale op de la fonction F € L2 (X", /%", u®") définie par F(z1,...,2,) =

Sym
[17 f(z;) vérifie, pour tout entier p, ap(p) = or(p)" = (U/TF"b(p) Donc op = (op)*". Par
ailleurs, montrons que la mesure spectrale og d’une fonction G € L?(u®") pour I'action de
(Ur)®™ est absolument continue par rapport & (o7)*". C’est vrai lorsque G est de la forme
G(x1,...,m,) = [ gi(z;) avec les g; dans L?(u), car alors og = 04, % - - - * 04, . Puis on utilise
le fait que le sous-espace engendré par les fonctions de cette forme est dense dans L2(u®"),
et que I’ensemble des fonctions dont la mesure spectrale est absolument continue par rapport
A une mesure donnée est fermé dans L?(u®"). O

Considérons maintenant ’action de U, sur chaque chaos. Par définition, le n-éme chaos
est engendré par les produits N4, ... Ny, ou les A; sont deux a deux disjoints. Or, on a

Ur,(Na, ... Na,) = (Na, ... Na,) o T = Np-1a. ... Npo1a,

qui est aussi dans H™ puisque les T~ 4; sont deux & deux disjoints. Ainsi, pour tout n >
0, H™ est stable par Ur,. Par ailleurs, Ur, (Ny, ... Ny, ) correspond via lisométrie entre

H et L2, (X", o/, u®") du théorbme 2.3 2 <=S7-14, 14, = (Ur)®" (ﬁsAl,._,,An).

sym
Donc on peut identifier via cette isométrie Ur,|pm) et (UT)Gn‘Lgym(Xn7€Q{®n7u®n). Grace au
lemme 3.1, on en déduit que le type spectral maximal de Ur,|gm) est (7)™, puis la forme
du type spectral maximal de T, donné dans la proposition suivante.

Proposition 3.2. Le type spectral maximal de T} est

1 *
or, = Z E(O'T) "

n>1

Remarque : les coefficients % apparaissant dans la formule ci-dessus sont purement ar-

bitraires, puisque le type spectral maximal n’est défini qu’a équivalence des mesures pres.
Néanmoins, cette expression a ’avantage de définir une mesure finie o7, des que o7 est elle-
méme une mesure finie sur T.

Théoréme 3.3. Soit (X, o/, u, T) un systeme dynamique en mesure infinie.

1. (X*, o, u*, T) est ergodique si et seulement si il n’existe pas de partie A de X, inva-
riante par T, telle que 0 < pu(A) < oo. Dans ce cas, (X*, o/, u*,T,) est automatique-
ment faiblement mélangeant.

2. (X*, ", u*, T,) est mélangeant si et seulement si (X, o/, u,T) est de type zéro.



Démonstration. 1. Supposons d’abord qu’il existe A C X invariant par 7', de mesure 0 <
p(A) < oo. Alors N4 est une fonction non constante dans L?(u*) qui est invariante par T,
donc T} n’est pas ergodique. Inversement, supposons que T n’est pas faiblement mélangeant.
Alors il existe t € T avec o, ({t}) > 0, et donc tel que pour un certain n > 1, (op)*™*({t}) > 0.
Mais alors op n’est pas continue, et donc il existe s € T avec op({s}) > 0. Puis il existe
f € L2(u), f # 0, telle que Upf = €27 f, en particulier f vérifie |f| o T = |f|. Pour tout
g > 0, considérons ’ensemble

Ac i ={z e X :|f(x)| > e}.

Comme |f| est invariant par T, A. est lui-méme invariant par 7. On a u(A.) < oo car
Ix |fI?du < oo, et comme f # 0, u(A:) > 0 pour e suffisamment proche de 0.
2. En utilisant la proposition 3.2, on obtient les équivalences

T, mélangeant <= o, (p) —— 0

p—00
< Vn > 1, (U/T)\*n(p) — 0
p—0o0
<~ or(p) —— 0
p—00
= VfeL*(n),a7(p) —0
pP—00

<= T est de type zéro.

(La derniere équivalence se montre de la méme facon que dans le cas 7' mélangeant en mesure
finie.)
O



